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S1 Appendix 
 
The technical details of numerical simulation and statistical analysis methods are presented 

in Text L. Equation numbers without “S” and figure numbers with integers refer to those in 

the main text. 

 
Text A. Rate law overview and derivation 
 
Consider two different molecules A and B that bind to each other and form complex AB. The 

concentration of the complex AB at time 𝑡 is denoted by 𝐶ሺ𝑡ሻ and its dynamics is governed 

by Eq (1). In Eq (1), 𝐴ሺ𝑡ሻ and 𝐵ሺ𝑡ሻ denote the total concentrations of A and B, respectively, 

and their temporal profiles are allowed to be very generic, e.g., even with their own feed‐

back effects as in the example applications in this study. In Eq (1), 𝑘ୟ and 𝑘ஔ are rate param‐

eters. For the sake of generality, 𝑘ஔ is not limited to AB’s dissociation event but encompasses 

all rate events to lower the level of AB. Using the notations 𝜏 ≡ 𝑘ஔ𝑡, 𝐾 ≡ 𝑘ஔ/𝑘ୟ, 𝐴̅ሺ𝜏ሻ ≡

𝐴ሺ𝑡ሻ/𝐾, 𝐵തሺ𝜏ሻ ≡ 𝐵ሺ𝑡ሻ/𝐾, and 𝐶̅ሺ𝜏ሻ ≡ 𝐶ሺ𝑡ሻ/𝐾, one can rewrite Eq (1) as 

 

ୢ஼̅ሺఛሻ

ୢఛ
ൌ ሾ𝐴̅ሺ𝜏ሻ െ 𝐶̅ሺ𝜏ሻሿሾ𝐵തሺ𝜏ሻ െ 𝐶̅ሺ𝜏ሻሿ െ 𝐶̅ሺ𝜏ሻ.       (S1) 

 

By definition, 𝐶ሺ𝑡ሻ ൑ 𝐴ሺ𝑡ሻ and 𝐶ሺ𝑡ሻ ൑ 𝐵ሺ𝑡ሻ, and therefore 

 

𝐶ሺ𝑡ሻ ൑ minሾ𝐴ሺ𝑡ሻ, 𝐵ሺ𝑡ሻሿ {i.e., 𝐶ሺ𝜏ሻ ൑ minൣ𝐴ሺ𝜏ሻ, 𝐵ሺ𝜏ሻ൧}.     (S2) 

 

On the other hand, Eq (S1) is equivalent to 

 

ୢ஼̅ሺఛሻ

ୢఛ
ൌ ൣ𝐶̅ሺ𝜏ሻ െ 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ൧൛𝐶̅ሺ𝜏ሻ െ ൣ𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ ൅ ∆୲୕ሺ𝜏ሻ൧ൟ,     (S3) 

 

where 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ and ∆୲୕ሺ𝜏ሻ are given by 
 

𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ ≡  
ଵ

ଶ
ൣ1 ൅ 𝐴ሺ𝜏ሻ ൅ 𝐵ሺ𝜏ሻ െ  ∆୲୕ሺ𝜏ሻ൧,       (S4) 

 

∆୲୕ሺ𝜏ሻ ≡ ටሾ1 ൅ 𝐴ሺ𝜏ሻ ൅ 𝐵ሺ𝜏ሻሿଶ െ 4𝐴ሺ𝜏ሻ𝐵ሺ𝜏ሻ.       (S5) 

 

Of note, 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ ൌ 𝐶୲୕ሺ𝑡ሻ/𝐾 and ∆୲୕ሺ𝜏ሻ ൌ ∆୲୕ሺ𝑡ሻ from the definitions of 𝐶୲୕ሺ𝑡ሻ and ∆୲୕ሺ𝑡ሻ 

in Eqs (2) and (3), respectively. In the tQSSA, the assumption is that 𝐶ሺ𝑡ሻ approaches an 

equilibrium (quasi‐steady state) fast enough each time, given the values of 𝐴ሺ𝑡ሻ and 𝐵ሺ𝑡ሻ 

[S1–S3]. To understand this idea, notice that 𝐶̅ᇱሺ𝜏ሻ → 0 in Eq (S3) when 𝐶̅ሺ𝜏ሻ → 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ given 

the values of 𝐴ሺ𝜏ሻ and 𝐵ሺ𝜏ሻ [we use symbol ’ for a derivative, such as 𝐶̅ᇱሺ𝜏ሻ here]. One can 

prove that 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ ൑ minൣ𝐴ሺ𝜏ሻ, 𝐵ሺ𝜏ሻ൧ and thus Eq (S2) is naturally satisfied when 𝐶̅ሺ𝜏ሻ ൌ
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𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ. The other nominal solution of 𝐶̅ᇱሺ𝜏ሻ ൌ 0 in Eq (S3) does not satisfy Eq (S2) and is thus 

physically senseless. 

   According to the tQSSA, one takes an estimate 𝐶̅ሺ𝜏ሻ ൎ 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ, or equivalently, 𝐶ሺ𝑡ሻ ൎ

𝐶୲୕ሺ𝑡ሻ. The tQSSA is generally more accurate than the conventional MM rate law [S1–S4]. 

Under the assumption of Eq (4), which is essentially identical to the assumption in the sQSSA 

[S5], the Padé approximant for 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ takes the following form: 

 

     𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ ൎ
஺ሺఛሻ஻ሺఛሻ

ଵା஺ሺఛሻା஻ሺఛሻ
.        (S6) 

 

Eq (S6) is equivalent to Eq (5). In the example of a typical metabolic reaction with 𝐵ሺ𝑡ሻ ≪

𝐴ሺ𝑡ሻ for substrate A and enzyme B, Eq (4) is automatically satisfied and Eq (S6) further re‐

duces to the MM rate law 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ ൎ 𝐴ሺ𝜏ሻ𝐵ሺ𝜏ሻ/ൣ1 ൅ 𝐴ሺ𝜏ሻ൧, the outcome of the sQSSA 

[S1,S5–S9]. 

   Both the above tQSSA and sQSSA stand on the assumption that 𝐶ሺ𝑡ሻ approaches the quasi‐

steady state fast enough each time before the marked temporal change of 𝐴ሺ𝑡ሻ or 𝐵ሺ𝑡ሻ. We 

here relieve this quasi‐steady state assumption and develop the ETS as the better approxi‐

mation of 𝐶ሺ𝑡ሻ in the case of time‐varying 𝐴ሺ𝑡ሻ and 𝐵ሺ𝑡ሻ. Suppose that 𝐶ሺ𝑡ሻ may not neces‐

sarily approach the quasi‐steady state 𝐶୲୕ሺ𝑡ሻ but stays within some distance from it, satisfy‐

ing the following relation: 

 

  ห𝐶̅ሺ𝜏ሻ െ 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻห ≪ ∆୲୕ሺ𝜏ሻ.         (S7) 

 

This relation is readily satisfied in physiologically‐relevant conditions (Text E). This relation 

allows us to discard ൣ𝐶̅ሺ𝜏ሻ െ 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ൧
ଶ
 compared to ∆୲୕ሺ𝜏ሻൣ𝐶̅ሺ𝜏ሻ െ 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ൧ and thereby re‐

duce Eq (S3) to 

 

ୢ஼̅ሺఛሻ

ୢఛ
ൎ ∆୲୕ሺ𝜏ሻൣ𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ െ 𝐶̅ሺ𝜏ሻ൧.         (S8) 

 

Multiplying both the left‐ and right‐hand sides above by exp ቂ׬ ∆୲୕ሺ𝜏ᇱሻఛ
ఛబ

d𝜏ᇱቃ (where 𝜏଴ de‐

notes an arbitrarily assigned, initial point of 𝜏) and applying the product rule lead to 
 

ୢ

ୢఛ
൤𝐶̅ሺ𝜏ሻ𝑒׬ ∆౪్൫ఛᇲ൯

ഓ
ഓబ

ୢఛᇲ
൨ ൎ ∆୲୕ሺ𝜏ሻ𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ𝑒׬ ∆౪్൫ఛᇲ൯

ഓ
ഓబ

ୢఛᇲ
.     (S9) 

 

The integral of Eq (S9) from 𝜏 ൌ 𝜏଴ ends up the following solution of Eq (S8): 

 

𝐶̅ሺ𝜏ሻ ൎ ׬ ∆୲୕ሺ𝜏ᇱሻ𝐶୲̅୕ሺ𝜏ᇱሻ𝑒ି ׬ ∆౪్൫ఛᇲᇲ൯ୢ
ഓ

ഓᇲ ఛᇲᇲ
d𝜏ᇱఛ

ఛబ
൅ 𝐶̅ሺ𝜏଴ሻ𝑒ି ׬ ∆౪్൫ఛᇲ൯

ഓ
ഓబ

ୢఛᇲ
.    (S10) 

 

Assume that ∆୲୕ሺ𝜏ᇱሻ changes rather slowly over 𝜏ᇱ to satisfy 
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∆୲୕ሺ𝜏ᇱሻ ൎ ∆୲୕ሺ𝜏ሻ for 𝜏ᇱ in the range 𝜏 െ ∆୲୕
ିଵሺ𝜏ሻ ≲ 𝜏ᇱ ൑ 𝜏.               (S11) 

 

In physiologically‐relevant conditions, Eq (S11) is readily satisfied (see Text E). We then apply 

Eq (S11) to Eq (S10) and notice that ׬ ∆୲୕ሺ𝜏ᇱᇱሻd
ఛ

ఛᇲ 𝜏ᇱᇱ ൎ ሺ𝜏 െ 𝜏ᇱሻ∆୲୕ሺ𝜏ሻ and ׬ ∆୲୕ሺ𝜏ᇱሻఛ
ఛబ

d𝜏ᇱ ൎ

ሺ𝜏 െ 𝜏଴ሻ∆୲୕ሺ𝜏଴ሻ for 𝜏ᇱ ≳ 𝜏 െ ∆୲୕
ିଵሺ𝜏ሻ and 𝜏 ≲ 𝜏଴ ൅ ∆୲୕

ିଵሺ𝜏଴ሻ, respectively. Subsequently, 

expൣെ ׬ ∆୲୕ሺ𝜏ᇱᇱሻd
ఛ

ఛᇲ 𝜏ᇱᇱ൧ ൌ exp ൤െ ׬ ∆୲୕ሺ𝜏ᇱᇱሻd
ఛ

ఛି∆౪్
షభሺఛሻ 𝜏ᇱᇱ െ ׬ ∆୲୕ሺ𝜏ᇱᇱሻd

ఛି∆౪్
షభሺఛሻ

ఛᇲ 𝜏ᇱᇱ൨ ൎ

exp ൤െ1 െ ׬ ∆୲୕ሺ𝜏ᇱᇱሻd
ఛି∆౪్

షభሺఛሻ

ఛᇲ 𝜏ᇱᇱ൨, exp ቂെ ׬ ∆୲୕ሺ𝜏ᇱሻఛ
ఛబ

d𝜏ᇱቃ ൌ

exp ൤െ ׬ ∆୲୕ሺ𝜏ᇱሻఛబା∆౪్
షభሺఛబሻ

ఛబ
d𝜏ᇱ െ ׬ ∆୲୕ሺ𝜏ᇱሻఛ

ఛబା∆౪్
షభሺఛబሻ d𝜏ᇱ൨ ൎ exp ൤െ1 െ

׬ ∆୲୕ሺ𝜏ᇱሻఛ
ఛబା∆౪్

షభሺఛబሻ d𝜏ᇱ൨, and the former and latter values become negligible for 𝜏ᇱ ≪

𝜏 െ ∆୲୕
ିଵሺ𝜏ሻ and 𝜏 ≫ 𝜏଴ ൅ ∆୲୕

ିଵሺ𝜏଴ሻ, respectively. Also, expൣെሺ𝜏 െ 𝜏ᇱሻ∆୲୕ሺ𝜏ሻ൧ becomes negli‐

gible for 𝜏ᇱ ≪ 𝜏 െ ∆୲୕
ିଵሺ𝜏ሻ. Therefore, combined with Eq (S11), Eq (S10) for 𝜏 ≫ 𝜏଴ ൅ ∆୲୕

ିଵሺ𝜏଴ሻ 

is approximated as 

 

𝐶̅ሺ𝜏ሻ ൎ ∆୲୕ሺ𝜏ሻ ׬ 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ᇱሻ𝑒ି൫ఛିఛᇲ൯∆౪్ሺఛሻd𝜏ᇱఛ
ିஶ ,                 (S12) 

 

where the right‐hand side is not sensitive to the specific lower limit of 𝜏ᇱ for the integral as 

long as this lower limit is ≪ 𝜏 െ ∆୲୕
ିଵሺ𝜏ሻ. The Taylor expansion 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ᇱሻ ൌ 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ െ

ሺ𝜏 െ 𝜏ᇱሻ𝐶୲̅୕
ᇱ ሺ𝜏ሻ ൅ ሺ𝜏 െ 𝜏ᇱሻଶ𝐶୲̅୕

ᇱᇱ ሺ𝜏ሻ/2 െ ⋯ and the replacement of ሺ𝜏 െ 𝜏ᇱሻ∆୲୕ሺ𝜏ሻ by 𝑥 lead 

Eq (S12) to 

 

𝐶̅ሺ𝜏ሻ ൎ 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ െ ∆୲୕
ିଵሺ𝜏ሻ

d𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ

d𝜏
න 𝑥𝑒ି௫d𝑥

ஶ

଴
൅

∆୲୕
ିଶሺ𝜏ሻ

2
dଶ𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ

d𝜏ଶ න 𝑥ଶ𝑒ି௫d𝑥 െ ⋯
ஶ

଴
 

                ൌ 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ െ ∆୲୕
ିଵሺ𝜏ሻ

ୢ஼౪్̅ሺఛሻ

ୢఛ
൅ ∆୲୕

ିଶሺ𝜏ሻ
ୢమ஼౪్̅ሺఛሻ

ୢఛమ  െ ⋯ 

 ൌ 𝐶୲̅୕ୣሺ𝜏ሻ ൅ ∆୲୕
ିଶሺ𝜏ሻ

ୢమ஼౪్̅ሺఛሻ

ୢఛమ  െ ⋯,                       (S13) 

 

where 𝐶୲̅୕ୣሺ𝜏ሻ is defined as 
 

𝐶୲̅୕ୣሺ𝜏ሻ ≡ 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ െ ∆୲୕
ିଵሺ𝜏ሻ

ୢ஼౪్̅ሺఛሻ

ୢఛ
.                   (S14) 

 

For the approximation of 𝐶̅ሺ𝜏ሻ, one may be tempted to use 𝐶୲̅୕ୣሺ𝜏ሻ in Eq (S14). However, as 

proven in Text B, the sheer use of 𝐶୲̅୕ୣሺ𝜏ሻ is susceptible to the overestimation of the ampli‐

tude of 𝐶̅ሺ𝜏ሻ when 𝐶̅ሺ𝜏ሻ is rhythmic over time. To detour this overestimation problem, we 

take the Taylor expansion of the time‐delayed form of 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ: 
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𝐶୲̅୕ൣ𝜏 െ ∆୲୕
ିଵሺ𝜏ሻ൧ ൌ 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ െ ∆୲୕

ିଵሺ𝜏ሻ
ୢ஼౪్̅ሺఛሻ

ୢఛ
൅

∆౪్
షమሺఛሻ

ଶ

ୢమ஼౪్̅ሺఛሻ

ୢఛమ  െ ⋯.            (S15) 

 

Strikingly, the zeroth‐order and first‐order derivative terms of 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ on the right‐hand side 

above are identical to 𝐶୲̅୕ୣሺ𝜏ሻ, and the second‐order derivative term still covers a half of that 

term in Eq (S13). Hence, 𝐶୲̅୕ൣ𝜏 െ ∆୲୕
ିଵሺ𝜏ሻ൧ bears the potential for the approximants of 𝐶̅ሺ𝜏ሻ. 

Besides, the overestimation of the amplitude of rhythmic 𝐶̅ሺ𝜏ሻ by 𝐶୲̅୕ൣ𝜏 െ ∆୲୕
ିଵሺ𝜏ሻ൧ would 

not be as serious as by 𝐶୲̅୕ୣሺ𝜏ሻ and at worst equals that by 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ, because 𝐶୲̅୕ൣ𝜏 െ ∆୲୕
ିଵሺ𝜏ሻ൧ 

and 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ themselves have the same amplitudes. The detailed condition for the validity of 

Eq (S15) is provided in Text E. 

   One caveat with the use of 𝐶୲̅୕ൣ𝜏 െ ∆୲୕
ିଵሺ𝜏ሻ൧ to estimate 𝐶̅ሺ𝜏ሻ is that 𝐶୲̅୕ൣ𝜏 െ ∆୲୕

ିଵሺ𝜏ሻ൧ may 

not necessarily satisfy the relation 𝐶୲̅୕ൣ𝜏 െ ∆୲୕
ିଵሺ𝜏ሻ൧ ൑ minൣ𝐴ሺ𝜏ሻ, 𝐵ሺ𝜏ሻ൧ favored by Eq (S2). As 

a practical safeguard to avoid this problem, we propose the following approximant for 𝐶̅ሺ𝜏ሻ 

consistent with Eq (S2): 

 

𝐶ఊ̅ሺ𝜏ሻ ≡ min൛𝐶୲̅୕ൣ𝜏 െ ∆୲୕
ିଵሺ𝜏ሻ൧, 𝐴̅ሺ𝜏ሻ, 𝐵തሺ𝜏ሻൟ.                 (S16) 

 

We refer to this formulation as the ETS, and its correspondent for 𝐶ሺ𝑡ሻ is 𝐶ఊሺ𝑡ሻ in Eq (6). The 

delay term ∆୲୕
ିଵሺ𝜏ሻ in Eq (S16), that is ൣ𝑘ஔ∆୲୕ሺ𝑡ሻ൧

ିଵ
 in the domain of time 𝑡, is interpreted as 

the molecular relaxation time in complex formation: this interpretation comes from Eq (S12) 

where the memory of instantaneous A and B concentrations in 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ᇱሻ has the duration with 

the time‐scale of ∆୲୕
ିଵሺ𝜏ሻ during the formation of complex AB. To identify the underlying fac‐

tors of this relaxation time, we rewrite Eq (S8) as 

 

      
ୢ

ୢఛ
ൣ𝐶̅ሺ𝜏ሻ െ 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ൧ ൎ െ

ୢ஼౪్̅ሺఛሻ

ୢఛ
െ ൣ∆୲୕ሺ𝜏ሻ െ 1൧ൣ𝐶̅ሺ𝜏ሻ െ 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ൧ െ ൣ𝐶̅ሺ𝜏ሻ െ 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ൧.    (S17) 

 

Regarding the above relaxation dynamics, notice that ∆୲୕ሺ𝜏ሻ െ 1 ൌ 𝐴ሺ𝜏ሻ ൅ 𝐵ሺ𝜏ሻ െ

2𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ ൌ ൣ𝐴ሺ𝜏ሻ െ 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ൧ ൅ ൣ𝐵ሺ𝜏ሻ െ 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ൧ ൒ 0 from Eq (S4). In other words, ∆୲୕ሺ𝜏ሻ െ 1 

indicates the total free molecule abundance at the quasi‐steady state. Furthermore, the sec‐

ond and third terms on the right‐hand side of Eq (S17) are respectively contributed to by 

ሾ𝐴̅ሺ𝜏ሻ െ 𝐶̅ሺ𝜏ሻሿሾ𝐵തሺ𝜏ሻ െ 𝐶̅ሺ𝜏ሻሿ and െ𝐶̅ሺ𝜏ሻ on the right‐hand side of Eq (S1). Because 

ሾ𝐴̅ሺ𝜏ሻ െ 𝐶̅ሺ𝜏ሻሿሾ𝐵തሺ𝜏ሻ െ 𝐶̅ሺ𝜏ሻሿ is a free molecule binding rate, the second term on the right‐

hand side of Eq (S17) reflects a decrease in the free molecule binding rate with an increase in 

the complex abundance that depletes the free molecules. This effect results in the shorter 

relaxation time than expected only by the decay of the complex reflected in the third term. 

Because the second term is proportional to ∆୲୕ሺ𝜏ሻ െ 1, the free molecule depletion effect 
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increases with the free molecule availability. Therefore, the relaxation time takes a decreas‐

ing function of the free molecule availability, as the form of the delay term ∆୲୕
ିଵሺ𝜏ሻ in Eq 

(S16). 

   Related to the relaxation time, Eq (S16) is ill‐defined for 𝜏 െ ∆୲୕
ିଵሺ𝜏ሻ ൏ 𝜏଴ where 𝜏଴ is an ini‐

tial point of 𝜏. In fact, from the interpretation of ∆୲୕
ିଵሺ𝜏ሻ as the relaxation time, 𝜏 should sat‐

isfy 𝜏 ≫ 𝜏଴ ൅ ∆୲୕
ିଵሺ𝜏଴ሻ for any rate law (e.g., the ETS, tQSSA, or sQSSA) whose form does not 

depend on the initial conditions. This point is also evident from the last term in Eq (S10). 

 
Text B. Amplitude overestimation with Eq (S14) 
 

We here consider a situation that 𝐶̅ሺ𝜏ሻ in Eq (S3) is rhythmic over time. At the peak or trough 

time of 𝐶̅ሺ𝜏ሻ, 𝐶̅ᇱሺ𝜏ሻ ൌ 0 and therefore 𝐶̅ሺ𝜏ሻ ൌ 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ at that time. Combined with 

minఛൣ𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ൧ ൑ 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ ൑ maxఛൣ𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ൧, it leads to maxఛሾ𝐶̅ሺ𝜏ሻሿ ൑ maxఛൣ𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ൧ and 

minఛሾ𝐶̅ሺ𝜏ሻሿ ൒ minఛൣ𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ൧. 

   In addition, at the peak or trough time of 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ, 𝐶୲̅୕
ᇱ ሺ𝜏ሻ ൌ 0 in Eq (S14) and therefore 

𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ ൌ 𝐶୲̅୕ୣሺ𝜏ሻ at that time. It similarly leads to maxఛൣ𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ൧ ൑ maxఛൣ𝐶୲̅୕ୣሺ𝜏ሻ൧ and 

minఛൣ𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ൧ ൒ minఛൣ𝐶୲̅୕ୣሺ𝜏ሻ൧. 

   Taken together, maxఛሾ𝐶̅ሺ𝜏ሻሿ ൑ maxఛൣ𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ൧ ൑ maxఛൣ𝐶୲̅୕ୣሺ𝜏ሻ൧ and minఛሾ𝐶̅ሺ𝜏ሻሿ ൒

minఛൣ𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ൧ ൒ minఛൣ𝐶୲̅୕ୣሺ𝜏ሻ൧. As a result, 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ tends to overestimate the amplitude of 

𝐶̅ሺ𝜏ሻ but 𝐶୲̅୕ୣሺ𝜏ሻ does more seriously, through the over‐ and under‐estimation of the peak 

and trough levels of 𝐶̅ሺ𝜏ሻ, respectively. 

 
Text C. Amplitude overestimation with simpler new rate laws 
 
We here show that, unlike the ETS, any simpler new rate law without a time‐delay term 

would not properly work for actively time‐varying molecular complex levels, because this 

type of a rate law is susceptible to amplitude overestimation. 

   As a new rate law without a time‐delay term, one may suggest a certain function of 𝐴ሺ𝑡ሻ, 

𝐵ሺ𝑡ሻ, 𝐴ᇱሺ𝑡ሻ, and 𝐵ᇱሺ𝑡ሻ. Here, 𝐴ሺ𝑡ሻ and 𝐵ሺ𝑡ሻ are the concentrations of A and B molecules in 

Eq (1), and 𝐴ᇱሺ𝑡ሻ and 𝐵ᇱሺ𝑡ሻ are their time derivatives to reflect the past trajectory in place of 

a time‐delay term. Further consideration of higher‐order derivatives is likely to make the 

functional form even more complicated than with only the time‐delay term, and we thus dis‐

card the higher‐order terms. 

   For simplicity, suppose that 𝐴ሺ𝑡ሻ is rhythmic over time while 𝐵ሺ𝑡ሻ is constant. In this case, 

the above function just takes the form of 𝑓ሾ𝐴ሺ𝑡ሻ, 𝐴ᇱሺ𝑡ሻሿ. This function should satisfy 

𝑓ሾ𝐴ሺ𝑡ሻ, 0ሿ ൌ 𝐶୲୕ሺ𝑡ሻ with 𝐶୲୕ሺ𝑡ሻ in Eq (2) as the exact steady‐state solution of Eq (1). At the 
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peak and trough times of 𝐴ሺ𝑡ሻ [i.e., 𝐴ᇱሺ𝑡ሻ ൌ 0], 𝐶୲୕ሺ𝑡ሻ in its definition reaches max௧ൣ𝐶୲୕ሺ𝑡ሻ൧ 

and min௧ൣ𝐶୲୕ሺ𝑡ሻ൧, respectively. Together with this fact, min௧ሼ𝑓ሾ𝐴ሺ𝑡ሻ, 𝐴ᇱሺ𝑡ሻሿሽ ൑

𝑓ሾ𝐴ሺ𝑡ሻ, 𝐴ᇱሺ𝑡ሻሿ|஺ᇲሺ௧ሻୀ଴ ൑ max௧ሼ𝑓ሾ𝐴ሺ𝑡ሻ, 𝐴ᇱሺ𝑡ሻሿሽ and the above 𝑓ሾ𝐴ሺ𝑡ሻ, 0ሿ ൌ 𝐶୲୕ሺ𝑡ሻ lead to 

max௧ൣ𝐶୲୕ሺ𝑡ሻ൧ ൑ max௧ሼ𝑓ሾ𝐴ሺ𝑡ሻ, 𝐴ᇱሺ𝑡ሻሿሽ and min௧ൣ𝐶୲୕ሺ𝑡ሻ൧ ൒ min௧ሼ𝑓ሾ𝐴ሺ𝑡ሻ, 𝐴ᇱሺ𝑡ሻሿሽ. 

   In addition, at the peak or trough time of 𝐶ሺ𝑡ሻ in Eq (1), 𝐶ᇱሺ𝑡ሻ ൌ 0 and therefore 𝐶ሺ𝑡ሻ ൌ

𝐶୲୕ሺ𝑡ሻ at that time. Combined with min௧ൣ𝐶୲୕ሺ𝑡ሻ൧ ൑ 𝐶୲୕ሺ𝑡ሻ ൑ max௧ൣ𝐶୲୕ሺ𝑡ሻ൧, it leads to 

max௧ሾ𝐶ሺ𝑡ሻሿ ൑ max௧ൣ𝐶୲୕ሺ𝑡ሻ൧ and min௧ሾ𝐶ሺ𝑡ሻሿ ൒ min௧ൣ𝐶୲୕ሺ𝑡ሻ൧. 

   Taken together, max௧ሾ𝐶ሺ𝑡ሻሿ ൑ max௧ൣ𝐶୲୕ሺ𝑡ሻ൧ ൑ max௧ሼ𝑓ሾ𝐴ሺ𝑡ሻ, 𝐴ᇱሺ𝑡ሻሿሽ and min௧ሾ𝐶ሺ𝑡ሻሿ ൒

min௧ൣ𝐶୲୕ሺ𝑡ሻ൧ ൒ min௧ሼ𝑓ሾ𝐴ሺ𝑡ሻ, 𝐴ᇱሺ𝑡ሻሿሽ. As a result, 𝐶୲୕ሺ𝑡ሻ tends to overestimate the ampli‐

tude of 𝐶ሺ𝑡ሻ but 𝑓ሾ𝐴ሺ𝑡ሻ, 𝐴ᇱሺ𝑡ሻሿ does more seriously, through the over‐ and under‐estimation 

of the peak and trough levels of 𝐶ሺ𝑡ሻ, respectively. Therefore, 𝑓ሾ𝐴ሺ𝑡ሻ, 𝐴ᇱሺ𝑡ሻሿ as a simple rate 

law without a time‐delay term is prone to the amplitude overestimation. 

 
Text D. Rate law derivation for TF–DNA interactions 
 
Imagine that a TF binds to a DNA molecule in the nucleus. The highly discrete nature of the 

TF–DNA binding number does not allow the use of Eq (1) that involves the time derivative of 

𝐶ሺ𝑡ሻ with its assumed continuity. Instead of Eq (1), we can use the chemical master equation 

[S10] to rigorously describe the TF–DNA binding dynamics. Let  𝑃ሺ𝑛, 𝑡ሻ denote the probabil‐

ity that 𝑛 copies of the TF are occupying the DNA site at time 𝑡. If this DNA site can afford at 

most 𝑁 copies of the TF at once, 𝑛 ൌ 0, 1, ⋯ , 𝑁 and ∑ 𝑃ሺ𝑛, 𝑡ሻே
௡ୀ଴ ൌ 1. If we further define 

𝑃ሺ𝑛, 𝑡ሻ ≡ 0 for 𝑛 ് 0, 1, ⋯ , 𝑁 and assume that the DNA‐binding TFs are hardly accessible by 

molecular machineries such as for protein degradation, the temporal change of 𝑃ሺ𝑛, 𝑡ሻ with 

𝑛 ൌ 0, 1, ⋯ , 𝑁 is governed by the following master equation: 

 

𝜕𝑃ሺ𝑛, 𝑡ሻ

𝜕𝑡
ൌ 𝑘ୟ𝑉 ൤𝐴୘୊ሺ𝑡ሻ െ

𝑛 െ 1
𝑉

൨ ൬𝐵ୈ୒୅ െ
𝑛 െ 1

𝑉
൰ 𝑃ሺ𝑛 െ 1, 𝑡ሻ െ 

      ቄ𝑘ୟ𝑉 ቂ𝐴୘୊ሺ𝑡ሻ െ
௡

௏
ቃ ቀ𝐵ୈ୒୅ െ

௡

௏
ቁ ൅ 𝑛𝑘ஔቅ 𝑃ሺ𝑛, 𝑡ሻ ൅ ሺ𝑛 ൅ 1ሻ𝑘ஔ𝑃ሺ𝑛 ൅ 1, 𝑡ሻ, 

(S18) 

 

where 𝑘ୟ and 𝑘ஔ denote the TF–DNA binding and unbinding rates, respectively, 𝑉 is the nu‐

clear volume, 𝐴୘୊ሺ𝑡ሻ is the total TF concentration in the nucleus, and 𝐵ୈ୒୅ is the “concen‐

tration” of the target DNA site, i.e., 𝐵ୈ୒୅ ൌ 𝑁𝑉ିଵ. Here, we assume 𝐴୘୊ሺ𝑡ሻ to be uniquely 

determined at each time 𝑡 with little stochasticity in 𝐴୘୊ሺ𝑡ሻ itself and a steady nuclear vol‐

ume with constant 𝑉. 

   Introducing a quantity 𝐶୘୊ሺ𝑡ሻ ≡ 〈𝑛𝑉ିଵ〉 ൌ 𝑉ିଵ ∑ 𝑛𝑃ሺ𝑛, 𝑡ሻே
௡ୀ଴  to Eq (S18) results in 
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d𝐶୘୊ሺ𝑡ሻ

d𝑡
ൌ 𝑘ୟ ෍ ቂ𝐴୘୊ሺ𝑡ሻ െ

𝑛
𝑉

ቃ ቀ𝐵ୈ୒୅ െ
𝑛
𝑉

ቁ 𝑃ሺ𝑛, 𝑡ሻ
ே

௡ୀ଴

െ 𝑘ஔ𝐶୘୊ሺ𝑡ሻ 

 ൌ 𝑘ୟ ൜ሾ𝐴୘୊ሺ𝑡ሻ െ 𝐶୘୊ሺ𝑡ሻሿሾ𝐵ୈ୒୅ െ 𝐶୘୊ሺ𝑡ሻሿ ൅ 〈ቀ
௡

௏
ቁ

ଶ
〉 െ 〈௡

௏
〉ଶൠ െ 𝑘ஔ𝐶୘୊ሺ𝑡ሻ, 

(S19) 

 

where 〈ሺ𝑛𝑉ିଵሻଶ〉 ൌ 𝑉ିଶ ∑ 𝑛ଶ𝑃ሺ𝑛, 𝑡ሻே
௡ୀ଴ . Eq (S19) is reminiscent of Eq (1), when the stochas‐

tic fluctuation in the TF binding [〈ሺ𝑛𝑉ିଵሻଶ〉 െ 〈𝑛𝑉ିଵ〉ଶ] is negligible. The stochastic fluctua‐

tion, however, cannot be ignored for small 𝑁. For simplicity, we will henceforth consider the 

case of 𝑁 ൌ 1 and thus of 𝐵ୈ୒୅ ൌ 𝑉ିଵ. In this case, Eq (S19) is rewritten as 

 

ୢ஼౐̅ూሺఛሻ

ୢఛ
ൌ

஺̅౐ూሺఛሻ

௄௏
െ ሾ1 ൅ 𝐴̅୘୊ሺ𝜏ሻሿ𝐶୘̅୊ሺ𝜏ሻ ൌ ሾ1 ൅ 𝐴̅୘୊ሺ𝜏ሻሿൣ𝐶୘̅୊୕ሺ𝜏ሻ െ 𝐶୘̅୊ሺ𝜏ሻ൧,        (S20) 

 

where 𝜏 ≡ 𝑘ஔ𝑡, 𝐾 ≡ 𝑘ஔ/𝑘ୟ, 𝐶୘̅୊ሺ𝜏ሻ ≡ 𝐶୘୊ሺ𝑡ሻ/𝐾, 𝐴̅୘୊ሺ𝜏ሻ ≡ 𝐴୘୊ሺ𝑡ሻ/𝐾, and 

 

𝐶୘̅୊୕ሺ𝜏ሻ ≡  
஺̅౐ూሺఛሻ

௄௏ሾଵା஺̅౐ూሺఛሻሿ
.                   (S21) 

 

Eq (S21) is the dimensionless form of Eq (7) with 𝐶୘̅୊୕ሺ𝜏ሻ ൌ 𝐶୘୊୕ሺ𝑡ሻ 𝐾⁄ . 

   Here, the quasi‐steady state assumption is that 𝐶୘̅୊ሺ𝜏ሻ approaches an equilibrium (quasi‐

steady state) fast enough each time, given the value of 𝐴̅୘୊ሺ𝜏ሻ. Because 𝐶୘̅୊
ᇱ ሺ𝜏ሻ → 0 in Eq 

(S20) when 𝐶୘̅୊ሺ𝜏ሻ → 𝐶୘̅୊୕ሺ𝜏ሻ given the value of 𝐴̅୘୊ሺ𝜏ሻ, we take the approximation 

𝐶୘̅୊ሺ𝜏ሻ ൎ 𝐶୘̅୊୕ሺ𝜏ሻ, or equivalently, 𝐶୘୊ሺ𝑡ሻ ൎ 𝐶୘୊୕ሺ𝑡ሻ under the quasi‐steady state assump‐

tion. As discussed after Eq (7), this approximation is neither exactly the tQSSA nor sQSSA, 

and we thus refer to it as the QSSA for the TF–DNA interactions. Of note, 𝐶୘̅୊୕ሺ𝜏ሻ corre‐

sponds to a special case of the previously‐studied, stochastic QSSA [S11,S12] for arbitrary 

molecular copy numbers such as for multiple DNA binding sites. 

   To improve the rate law for time‐varying TF concentration beyond the quasi‐steady state 

assumption, notice that the exact solution of Eq (S20) is 

 

𝐶୘̅୊ሺ𝜏ሻ ൌ ׬ ሾ1 ൅ 𝐴̅୘୊ሺ𝜏ᇱሻሿ𝐶୘̅୊୕ሺ𝜏ᇱሻ𝑒ି ׬ ൣଵା஺̅౐ూ൫ఛᇲᇲ൯൧ୢ
ഓ

ഓᇲ ఛᇲᇲ
d𝜏ᇱఛ

ఛబ
൅ 𝐶୘̅୊ሺ𝜏଴ሻ𝑒ି ׬ ൣଵା஺̅౐ూ൫ఛᇲ൯൧ୢ

ഓ
ഓబ

ఛᇲ
, 

(S22) 

 

where 𝜏଴ denotes an arbitrarily assigned, initial point of 𝜏. Assume that 1 ൅ 𝐴̅୘୊ሺ𝜏ᇱሻ changes 

rather slowly over 𝜏ᇱ to satisfy 

 

     1 ൅ 𝐴̅୘୊ሺ𝜏ᇱሻ ൎ 1 ൅ 𝐴̅୘୊ሺ𝜏ሻ for 𝜏ᇱ in the range 𝜏 െ
ଵ

ଵା஺̅౐ూሺఛሻ
≲ 𝜏ᇱ ൑ 𝜏.               (S23) 
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In physiologically‐relevant conditions, Eq (S23) is readily satisfied (see Text E). With Eq (S23), 

Eq (S22) for 𝜏 ≫ 𝜏଴ ൅ ሾ1 ൅ 𝐴̅୘୊ሺ𝜏଴ሻሿିଵ is approximated as 

 

𝐶୘̅୊ሺ𝜏ሻ ൎ ሾ1 ൅ 𝐴̅୘୊ሺ𝜏ሻሿ ׬ 𝐶୘̅୊୕ሺ𝜏ᇱሻ𝑒ିሾଵା஺̅౐ూሺఛሻሿ൫ఛିఛᇲ൯d𝜏ᇱఛ
ିஶ .               (S24) 

 

The Taylor expansion 𝐶୘̅୊୕ሺ𝜏ᇱሻ ൌ 𝐶୘̅୊୕ሺ𝜏ሻ െ ሺ𝜏 െ 𝜏ᇱሻ𝐶୘̅୊୕
ᇱ ሺ𝜏ሻ ൅ ሺ𝜏 െ 𝜏ᇱሻଶ𝐶୘̅୊୕

ᇱᇱ ሺ𝜏ሻ/2 െ ⋯ 

leads Eq (S24) to 

 

𝐶୘̅୊ሺ𝜏ሻ ൎ 𝐶୘̅୊୕ሺ𝜏ሻ െ
1

1 ൅ 𝐴̅୘୊ሺ𝜏ሻ
d𝐶୘̅୊୕ሺ𝜏ሻ

d𝜏
න 𝑥𝑒ି௫d𝑥

ஶ

଴

൅
1

2ሾ1 ൅ 𝐴̅୘୊ሺ𝜏ሻሿଶ

dଶ𝐶୘̅୊୕ሺ𝜏ሻ

d𝜏ଶ න 𝑥ଶ𝑒ି௫d𝑥 െ ⋯
ஶ

଴
 

                                           ൌ 𝐶୘̅୊୕ሺ𝜏ሻ െ
ଵ

ଵା஺̅౐ూሺఛሻ

ୢ஼౐̅ూ్ሺఛሻ

ୢఛ
൅

ଵ

ሾଵା஺̅౐ూሺఛሻሿమ

ୢమ஼౐̅ూ్ሺఛሻ

ୢఛమ  െ ⋯ 

              ൌ 𝐶୘̅୊୕ୣሺ𝜏ሻ ൅
ଵ

ሾଵା஺̅౐ూሺఛሻሿమ

ୢమ஼౐̅ూ్ሺఛሻ

ୢఛమ  െ ⋯,                   (S25) 

 

where 𝐶୘̅୊୕ୣሺ𝜏ሻ is defined as 
 

𝐶୘̅୊୕ୣሺ𝜏ሻ ≡ 𝐶୘̅୊୕ሺ𝜏ሻ െ
ଵ

ଵା஺̅౐ూሺఛሻ

ୢ஼౐̅ూ్ሺఛሻ

ୢఛ
.                  (S26) 

 

On the other hand, the Taylor expansion of the time‐delayed form of 𝐶୘̅୊୕ሺ𝜏ሻ is 
 

𝐶୘̅୊୕ ቂ𝜏 െ
ଵ

ଵା஺̅౐ూሺఛሻ
ቃ ൌ 𝐶୘̅୊୕ሺ𝜏ሻ െ

ଵ

ଵା஺̅౐ూሺఛሻ

ୢ஼౐̅ూ్ሺఛሻ

ୢఛ
൅

ଵ

ଶሾଵା஺̅౐ూሺఛሻሿమ

ୢమ஼౐̅ూ్ሺఛሻ

ୢఛమ  െ ⋯.  (S27) 

 

Interestingly, the zeroth‐order and first‐order derivative terms of 𝐶୘̅୊୕ሺ𝜏ሻ on the right‐hand 

side above are identical to 𝐶୘̅୊୕ୣሺ𝜏ሻ, and the second‐order derivative term still covers a half 

of that term in Eq (S25). Hence, we propose the following approximant for 𝐶୘̅୊ሺ𝜏ሻ: 
 

         𝐶୘̅୊ఊሺ𝜏ሻ ≡ 𝐶୘̅୊୕ ቂ𝜏 െ
ଵ

ଵା஺̅౐ూሺఛሻ
ቃ.                   (S28) 

 

This formulation is the ETS of the TF–DNA interaction. The corresponding approximant for 

𝐶୘୊ሺ𝑡ሻ is 𝐶୘୊ఊሺ𝑡ሻ in Eq (8). Of note, Eq (S28) is ill‐defined for 𝜏 െ ሾ1 ൅ 𝐴̅୘୊ሺ𝜏ሻሿିଵ ൏ 𝜏଴ where 

𝜏଴ is an initial point of 𝜏. In fact, from the last term in Eq (S22), 𝜏 should satisfy 𝜏 ≫ 𝜏଴ ൅

ሾ1 ൅ 𝐴̅୘୊ሺ𝜏଴ሻሿିଵ for the application of any rate law (e.g., the ETS or QSSA) whose form does 

not depend on the initial conditions. 

 
Text E. Preconditions of rate laws 
 
We here clarify the preconditions of the ETS as well as those of the (t)QSSA. To first show the 

preconditions of the ETS with 𝐶ఊሺ𝑡ሻ in Eq (6), or equivalently 𝐶ఊ̅ሺ𝜏ሻ in Eq (S16), we revisit the 
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condition in Eq (S7). Replacing 𝐶̅ሺ𝜏ሻ in Eq (S7) by 𝐶୲̅୕ୣሺ𝜏ሻ in Eq (S14) leads to the following 

self‐consistency condition: 

 

𝜀ଵሺ𝜏ሻ ≡ ∆୲୕
ିଶሺ𝜏ሻ ቚ

ୢ஼౪్̅ሺఛሻ

ୢఛ
ቚ ≪ 1,                   (S29) 

 

where 𝐶୲̅୕
ᇱ ሺ𝜏ሻ is given by 

 

ୢ஼౪్̅ሺఛሻ

ୢఛ
ൌ ∆୲୕

ିଵሺ𝜏ሻ൛ൣ𝐵തሺ𝜏ሻ െ 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ൧𝐴̅ሺ𝜏ሻ𝜇୅ሺ𝜏ሻ ൅ ൣ𝐴̅ሺ𝜏ሻ െ 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ൧𝐵തሺ𝜏ሻ𝜇୆ሺ𝜏ሻൟ.      (S30) 

 

Here, 𝜇୅ሺ𝜏ሻ ≡ 𝐴̅′ሺ𝜏ሻ/𝐴̅ሺ𝜏ሻ , 𝜇୆ሺ𝜏ሻ ≡ 𝐵ത′ሺ𝜏ሻ/𝐵തሺ𝜏ሻ, and the derivation of Eq (S30) is straight‐

forward from Eq (S4). For the sake of simplicity, we will keep using these notations 𝜇୅ሺ𝜏ሻ 

and 𝜇୆ሺ𝜏ሻ. Next, we revisit another condition in Eq (S11). By applying an expansion 

∆୲୕ሺ𝜏ᇱሻ ൎ ∆୲୕ሺ𝜏ሻ ൅ ሺ𝜏ᇱ െ 𝜏ሻ∆୲୕
ᇱ ሺ𝜏ሻ to Eq (S11), we obtain หሺ𝜏ᇱ െ 𝜏ሻ∆୲୕

ᇱ ሺ𝜏ሻห ≪ ∆୲୕ሺ𝜏ሻ for 𝜏ᇱ 

in the range 𝜏 െ ∆୲୕
ିଵሺ𝜏ሻ ≲ 𝜏ᇱ′ ൑ 𝜏 and therefore ∆୲୕

ିଶሺ𝜏ሻห∆୲୕
ᇱ ሺ𝜏ሻห ≪ 1. By the definition of 

∆୲୕ሺ𝜏ሻ in Eq (S5), this condition is equivalent to 
 

    𝜀ଶሺ𝜏ሻ ≡ ∆୲୕
ିଷሺ𝜏ሻ|ሾ1 ൅ 𝐴̅ሺ𝜏ሻ െ 𝐵തሺ𝜏ሻሿ𝐴̅ሺ𝜏ሻ𝜇୅ሺ𝜏ሻ ൅ ሾ1 ൅ 𝐵തሺ𝜏ሻ െ 𝐴̅ሺ𝜏ሻሿ𝐵തሺ𝜏ሻ𝜇୆ሺ𝜏ሻ| ≪ 1.  (S31) 

 

The last condition below arises from the comparison between Eqs (S13) and (S15), which 

show the difference of ~∆୲୕
ିଶሺ𝜏ሻ𝐶୲̅୕

ᇱᇱ ሺ𝜏ሻ/2: 
 

𝜀ఊሺ𝜏ሻ ≡
∆౪్

షమሺఛሻ

ଶ஼౪్̅ൣఛି∆౪్
షభሺఛሻ൧

ቚ
ୢమ஼౪్̅ሺఛሻ

ୢఛమ ቚ ≪ 1,                   (S32) 

 

where 𝐶୲̅୕
ᇱᇱ ሺ𝜏ሻ is obtained from Eq (S30) as 

 

ୢమ஼౪్̅ሺఛሻ

ୢఛమ ൌ ∆୲୕
ିଷሺ𝜏ሻ ൜൛∆୲୕

ଶ ሺ𝜏ሻ െ 2𝐴̅ሺ𝜏ሻൣ1 ൅ 𝐴̅ሺ𝜏ሻ െ 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ൧ൟൣ𝐵തሺ𝜏ሻ െ 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ൧𝐴̅ሺ𝜏ሻ𝜇୅
ଶ ሺ𝜏ሻ ൅

൛∆୲୕
ଶ ሺ𝜏ሻ െ 2𝐵തሺ𝜏ሻൣ1 ൅ 𝐵തሺ𝜏ሻ െ 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ൧ൟൣ𝐴̅ሺ𝜏ሻ െ 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ൧𝐵തሺ𝜏ሻ𝜇୆

ଶሺ𝜏ሻ ൅ ൛1 ൅ ∆୲୕
ଶ ሺ𝜏ሻ െ

ሾ𝐴̅ሺ𝜏ሻ െ 𝐵തሺ𝜏ሻሿଶൟ𝐴̅ሺ𝜏ሻ𝐵തሺ𝜏ሻ𝜇୅ሺ𝜏ሻ𝜇୆ሺ𝜏ሻ ൅ ∆୲୕
ଶ ሺ𝜏ሻ ቄൣ𝐵തሺ𝜏ሻ െ 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ൧𝐴̅ሺ𝜏ሻ ୢఓఽሺఛሻ

ୢఛ
൅

ൣ𝐴̅ሺ𝜏ሻ െ 𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ൧𝐵തሺ𝜏ሻ ୢఓాሺఛሻ

ୢఛ
ቅൠ.                           (S33) 

 

In summary, our approximant 𝐶ఊ̅ሺ𝜏ሻ shall work when Eqs (S29), (S31), and (S32) are satisfied. 

As we will show later, Eqs (S29) and (S31) are in fact easy to satisfy and thus only Eq (S32) 

tends to serve as the relevant factor of the validity of 𝐶ఊ̅ሺ𝜏ሻ. 

   On the other hand, the tQSSA in Eq (2) or (S4) would be valid in the following condition 

from Eq (S13), instead of the condition in Eq (S32): 

 

𝜀୲୕ሺ𝜏ሻ ≡
ଵ

஼౪్̅ሺఛሻ
ቚ∆୲୕

ିଵሺ𝜏ሻ
ୢ஼౪్̅ሺఛሻ

ୢఛ
െ ∆୲୕

ିଶሺ𝜏ሻ
ୢమ஼౪్̅ሺఛሻ

ୢఛమ ቚ ≪ 1,               (S34) 



11 
 

 

where 𝐶୲̅୕
ᇱ ሺ𝜏ሻ and 𝐶୲̅୕

ᇱᇱ ሺ𝜏ሻ are given by Eqs (S30) and (S33), respectively. Note that this condi‐

tion for the tQSSA is more rigorous than the previously‐reported condition [S3]. If molecular 

concentrations vary over time with a characteristic time‐scale of 𝑇, Eq (S34) roughly requires 

the effective time delay ൣ𝑘ஔ∆୲୕ሺ𝑡ሻ൧
ିଵ

 in Eq (6) to be smaller enough than 𝑇 for the validity of 

the tQSSA. 

   Regarding 𝐶̅ሺ𝜏ሻ from Eqs (S1) and (S40) in Text G, one may expect that the high accuracy of 

the ETS compared to the tQSSA might be indicated by the range of its valid conditions in Eqs 

(S29), (S31), and (S32). In fact, most of our simulated, physiologically‐relevant conditions in 

Table C (88.1%) satisfy both maxఛሾ𝜀ଵሺ𝜏ሻሿ ൑ 0.1 and maxఛሾ𝜀ଶሺ𝜏ሻሿ ൑ 0.1 [i.e., 𝜀ଵሺ𝜏ሻ ൑ 0.1 and 

𝜀ଶሺ𝜏ሻ ൑ 0.1 during the entire simulation time], and therefore only 𝜀ఊሺ𝜏ሻ and 𝜀୲୕ሺ𝜏ሻ remain 

the key determinants of the validities of the ETS and tQSSA, respectively. Our analysis reveals 

that maxఛൣ𝜀ఊሺ𝜏ሻ൧ ൑ 0.1 for 55.9% of the simulated conditions and maxఛൣ𝜀୲୕ሺ𝜏ሻ൧ ൑ 0.1 for 

45.4% of the same conditions. Among them, the conditions with maxఛൣ𝜀ఊሺ𝜏ሻ൧ ൑ 0.1 cover 

99.8% of the conditions with maxఛൣ𝜀୲୕ሺ𝜏ሻ൧ ൑ 0.1, supporting more general applicability of 

the ETS than the tQSSA’s. In addition, Fig A(a) shows that the ETS is particularly more valid 

than the tQSSA for larger 𝐾 and smaller 𝑘ஔ, which tend to lengthen the effective time delay 

ൣ𝑘ஔ∆୲୕ሺ𝑡ሻ൧
ିଵ

. 

   Next, to clarify the preconditions of the ETS with 𝐶୘୊ఊሺ𝑡ሻ in Eq (8), or equivalently 𝐶୘̅୊ఊሺ𝜏ሻ 

in Eq (S28), we first revisit the condition in Eq (S23). Applying an expansion 1 ൅ 𝐴̅୘୊ሺ𝜏ᇱሻ ൎ

1 ൅ 𝐴̅୘୊ሺ𝜏ሻ ൅ ሺ𝜏ᇱ െ 𝜏ሻ𝐴̅୘୊
ᇱ ሺ𝜏ሻ to Eq (S23) gives rise to this condition: 

 

𝜀୘୊ሺ𝜏ሻ ≡
஺̅౐ూሺఛሻ

ሾଵା஺̅౐ూሺఛሻሿమ |𝜇୘୊ሺ𝜏ሻ| ≪ 1,                   (S35) 

 

where 𝜇୘୊ሺ𝜏ሻ ≡ 𝐴̅୘୊
ᇱ ሺ𝜏ሻ/𝐴̅୘୊ሺ𝜏ሻ. In addition, the comparison between Eqs (S25) and (S27) 

shows the difference of ~𝐶୘̅୊୕
ᇱᇱ ሺ𝜏ሻ/ሼ2ሾ1 ൅ 𝐴̅୘୊ሺ𝜏ሻሿଶሽ and thereby offers this condition: 

 

𝜀୘୊ఊሺ𝜏ሻ ≡
ଵ

ଶሾଵା஺̅౐ూሺఛሻሿమ஼౐̅ూ్ሼఛିሾଵା஺̅౐ూሺఛሻሿషభሽ
ቚ
ୢమ஼౐̅ూ్ሺఛሻ

ୢఛమ ቚ ≪ 1,               (S36) 

 

where 𝐶୘̅୊୕
ᇱᇱ ሺ𝜏ሻ is obtained from Eq (S21) as 

 

ୢమ஼౐̅ూ్ሺఛሻ

ୢఛమ ൌ
஼౐̅ూ్ሺఛሻ

ଵା஺̅౐ూሺఛሻ
ቂ

ଵି஺̅౐ూሺఛሻ

ଵା஺̅౐ూሺఛሻ
𝜇୘୊

ଶ ሺ𝜏ሻ ൅
ୢఓ౐ూሺఛሻ

ୢఛ
ቃ.                 (S37) 

 

In summary, our approximant 𝐶୘̅୊ఊሺ𝜏ሻ shall work when Eqs (S35) and (S36) are satisfied. As 

we will show later, Eq (S35) is in fact easy to satisfy and thus only Eq (S36) tends to serve as a 

key factor for the validity of 𝐶୘̅୊ఊሺ𝜏ሻ. 



12 
 

   On the other hand, the QSSA in Eq (7) or (S21) would be valid in the following condition 

from Eq (S25), instead of the condition in Eq (S36): 

 

𝜀୘୊୕ሺ𝜏ሻ ≡
ଵ

஼౐̅ూ్ሺఛሻ
ቚ

ଵ

ଵା஺̅౐ూሺఛሻ

ୢ஼౐̅ూ్ሺఛሻ

ୢఛ
െ

ଵ

ሾଵା஺̅౐ూሺఛሻሿమ

ୢమ஼౐̅ూ్ሺఛሻ

ୢఛమ ቚ ≪ 1,               (S38) 

 

where 𝐶୘̅୊୕
ᇱ ሺ𝜏ሻ ൌ 𝜇୘୊ሺ𝜏ሻ𝐶୘̅୊୕ሺ𝜏ሻ/ሾ1 ൅ 𝐴̅୘୊ሺ𝜏ሻሿ from Eq (S21) and 𝐶୘̅୊୕

ᇱᇱ ሺ𝜏ሻ is given by Eq 

(S37). 

   Regarding 𝐶୘୊ሺ𝜏ሻ from Eqs (S20) and (S43) in Text H, one may expect that the high accu‐

racy of 𝐶୘̅୊ఊሺ𝜏ሻ in the phases might be indicated by the range of the valid conditions of 

𝐶୘̅୊ఊሺ𝜏ሻ in Eqs (S35) and (S36). In fact, most of our simulated conditions (92.0%) in Table C 

satisfy maxఛሾ𝜀୘୊ሺ𝜏ሻሿ ൑ 0.1 and therefore only 𝜀୘୊ఊሺ𝜏ሻ and 𝜀୘୊୕ሺ𝜏ሻ in Eqs (S36) and (S38) 

remain the key determinants of the validities of 𝐶୘̅୊ఊሺ𝜏ሻ and 𝐶୘̅୊୕ሺ𝜏ሻ, respectively. Our anal‐

ysis shows that maxఛൣ𝜀୘୊ఊሺ𝜏ሻ൧ ൑ 0.1 for 81.6% of the conditions, slightly more than the con‐

ditions (69.9%) with maxఛൣ𝜀୘୊୕ሺ𝜏ሻ൧ ൑ 0.1. Among them, the conditions with 

maxఛൣ𝜀୘୊ఊሺ𝜏ሻ൧ ൑ 0.1 cover all of the conditions with maxఛൣ𝜀୘୊୕ሺ𝜏ሻ൧ ൑ 0.1, supporting more 

general applicability of the ETS than the QSSA’s. In addition, Fig A(b) shows that the ETS is 

particularly more valid than the QSSA for larger 𝐾 and smaller 𝑘ஔ, which tend to lengthen 

the effective time delay 𝑘ஔ
ିଵሾ1 ൅ 𝐾ିଵ𝐴୘୊ሺ𝑡ሻሿିଵ in Eq (8). 

 
Text F. Metabolic reaction and transport kinetics 
 
Imagine that substrate A binds to enzyme B, which catalyzes a metabolic reaction to convert 

A to another molecule. The formation of the enzyme–substrate complex follows Eq (1). In Eq 

(1), we set 𝑘ஔ ൌ 𝑘ୢ ൅ 𝑟ୡ where 𝑟ୡ is interpreted as the catalytic rate constant of the reaction 

(conventionally written as 𝑘ୡୟ୲ in literature), and 𝑘୪୭ୡ ൌ 𝑘ୢ୪୲ ൌ 0. In this system, the total 

substrate concentration 𝐴ሺ𝑡ሻ changes over time as 

 

ୢ஺ሺ௧ሻ

ୢ௧
ൌ െ𝑟ୡ𝐶ሺ𝑡ሻ.                     (S39) 

 

We further assume that the total enzyme concentration is constant over time [𝐵ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐵]. 

Eqs (1) and (S39) fully determine the time course of the system with given initial conditions 

and parameters. 

   Unlike other molecular events that we will consider later, the majority of known metabolic 

reactions are likely to be modeled by the sQSSA or tQSSA to a sufficient degree, without the 

need for the ETS. Indeed, (i) most enzymatic reactions in Table A satisfy Eq (S34) as well as 

Eqs (S29) and (S31) (i.e., 𝜀ଵ, 𝜀ଶ, 𝜀୲୕ ≪ 1 in Table A), although a malate dehydrogenase does 

not follow Eq (S34) very well when the substrate is oxaloacetate, and (ii) the enzyme levels in 
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Table A are generally much lower than the substrate levels, despite two exceptions of malate 

dehydrogenase and succinate dehydrogenase (fumarate as a substrate). These (i) and (ii) in‐

dicate that the tQSSA [relevant to (i)] or sQSSA [relevant to (i) and (ii)] would often suffice for 

the kinetic modeling of metabolic reactions. Yet, oxaloacetate conversion by malate dehy‐

drogenase would be well described by the ETS, compared to the tQSSA and sQSSA. Indeed, 

the time trajectory of 𝐶ఊሺ𝑡ሻ in Eq (6) shows remarkable agreement with the simulated en‐

zyme‐binding substrate levels [𝐶ሺ𝑡ሻ] from Eqs (1) and (S39), after some transient period of 

𝐶ሺ𝑡ሻ that depends on the initial condition (Fig B); meanwhile, the tQSSA is ~0.3‐ms more ad‐

vanced than 𝐶ሺ𝑡ሻ in the overall profile and the sQSSA severely overestimates 𝐶ሺ𝑡ሻ [Fig B(b)]. 

For example, at 𝑡 ൌ 1.9 ms, 𝐶ሺ𝑡ሻ ൎ 𝐶ఊሺ𝑡ሻ ൌ 0.13 μM and the sQSSA leads to 0.31 μM, while 

the tQSSA results in 0.13 μM at 𝑡 ൌ 1.6 ms [Fig B(b)]. 

   The overall time shift of the tQSSA from 𝐶ሺ𝑡ሻ is caused by the discarding of the effective 

time delay in enzyme–substrate complex formation in the tQSSA. In other words, the effec‐

tive time delay included in the ETS satisfactorily fixes this time shift. The overestimation of 

𝐶ሺ𝑡ሻ by the sQSSA comes from the unlimited enzyme–substrate binding with enzyme in‐

crease {𝐴ሺ𝑡ሻ𝐵ሺ𝑡ሻ/ሾ𝐾 ൅ 𝐴ሺ𝑡ሻሿ} in the sQSSA. 

   In addition, we examine the case of nutrient transport into a cell, where an “enzyme” is a 

transporter protein on the cell surface and a substrate is a small molecule nutrient in the ex‐

tracellular environment. 𝑟ୡ is then interpreted as the uptake rate of a transporter‐binding nu‐

trient. We assume that as the cells reproduce, the transporters increase over time with con‐

stant 𝐵ᇱሺ𝑡ሻ 𝐵ሺ𝑡ሻ⁄ , which is equal to the cell growth rate. With this rate, Eqs  

(1) and (S39) govern the full kinetics of the nutrient transport. Our analysis of the well‐docu‐

mented, phosphotransferase system (PTS) in bacterium Escherichia coli reveals that the 

sQSSA alone would suffice to describe this system without the need for the ETS, as in Table B 

where 𝜀ଵ, 𝜀ଶ, 𝜀୲୕ ≪ 1 and the transporter level is far below the nutrient level. 

 
Text G. Protein–protein interaction 
 
In the case of protein–protein interactions [S13–S15], the tQSSA has recently been recom‐

mended for their modeling, regarding its higher accuracy than the sQSSA’s [S1,S4]. Here, we 

will focus on the interactions between proteins whose abundances oscillate over time with 

circadian rhythmicity, i.e., ~24‐h periodicity. Such time‐varying nature in protein abundances 

might challenge the relevance of the tQSSA and would serve as a testbed for the ETS. 

   Suppose that proteins A and B have oscillating concentrations with sinusoidal forms: 
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𝐴ሺ𝜏ሻ ൌ 𝐴୫ୟ୶ ቄ1 െ
ఈఽ

ଶ
ቂ1 ൅ cos ቀ ଶగ

௞ಌ்
𝜏ቁቃቅ and 𝐵ሺ𝜏ሻ ൌ 𝐵୫ୟ୶ ቄ1 െ

ఈా

ଶ
ቂ1 ൅ cos ቀ ଶగ

௞ಌ்
𝜏 െ 𝜑୆ቁቃቅ, 

(S40) 

 

where 𝐴ሺ𝜏ሻ and 𝐵ሺ𝜏ሻ are the dimensionless A and B concentrations in Eq (S1), 𝐴୫ୟ୶ (𝐵୫ୟ୶), 

𝛼୅ሺ୆ሻ, 𝑇, and 𝜑୆ denote the peak level of 𝐴ሺ𝜏ሻ [𝐵ሺ𝜏ሻ], the peak‐to‐trough difference of 𝐴ሺ𝜏ሻ 

[𝐵ሺ𝜏ሻ] divided by the peak level, the oscillation period of a circadian or diurnal rhythm, and 

the phase difference between 𝐴ሺ𝜏ሻ and 𝐵ሺ𝜏ሻ, respectively. Here, 𝛼୅ and 𝛼୆ range from 0 to 

1 (the closer they are to 1, the stronger the oscillations) and 0 ൑ 𝜑୆ ൑ 𝜋 without loss of gen‐

erality. In this study, we choose 𝑇 ൌ 24 h. Based on 𝐴ሺ𝜏ሻ and 𝐵ሺ𝜏ሻ in Eq (S40), we numeri‐

cally solve Eq (S1) to obtain 𝐶̅ሺ𝜏ሻ and evaluate how well 𝐶̅ሺ𝜏ሻ is approximated by the ETS in 

Eq (S16), the tQSSA in Eq (S4), and the sQSSA in Eq (S6). 

   As illustrated in Fig C(a), we observe that the ETS tends to better match the temporal tra‐

jectory of 𝐶̅ሺ𝜏ሻ than the tQSSA and sQSSA. For systematic evaluation, we define 𝜙ఊ
௧ , 𝜙୲୕

௧ , and 

𝜙ୱ୕
௧  as the phase differences in hours between the ETS and 𝐶̅ሺ𝜏ሻ, between the tQSSA and 

𝐶̅ሺ𝜏ሻ, and between the sQSSA and 𝐶̅ሺ𝜏ሻ, respectively (Text L). The sign of a given phase dif‐

ference is assigned positive (negative) if the corresponding trajectory has a more advanced 

(delayed) phase than 𝐶̅ሺ𝜏ሻ. We observe that the signs of 𝜙୲୕
௧  and 𝜙ୱ୕

௧  are always positive 

and the sign of 𝜙ఊ
௧  is mostly negative. In the example of Fig C(a), 𝜙ఊ

௧ ൌ െ0.4 h, 𝜙୲୕
௧ ൌ 2.4 h, 

𝜙ୱ୕
௧ ൌ 2.4 h, and hence ห𝜙ఊ

௧ห is smaller than ห𝜙୲୕
௧ ห and ห𝜙ୱ୕

௧ ห. We did find that ห𝜙ఊ
௧ห tends to 

be smaller than ห𝜙୲୕
௧ ห and ห𝜙ୱ୕

௧ ห across physiologically‐relevant conditions [Fig C(b), Table C, 

and 𝑃 ൏ 10ିସ]. Remarkably, when ห𝜙ఊ
௧ห, ห𝜙୲୕

௧ ห, or ห𝜙ୱ୕
௧ ห is ≥1 h, most parameter conditions 

(86.2%) have ห𝜙ఊ
௧ ห less than both ห𝜙୲୕

௧ ห and ห𝜙ୱ୕
௧ ห at least by one hour, and some of them 

(22.9%) even at least by two hours [Fig C(c) and C(d) and 𝑃 ൏ 10ିସ]. 

   These findings establish the tendency that the effective time delay in the ETS quantitatively 

well matches the phase difference between 𝐶̅ሺ𝜏ሻ and its quasi‐steady state. Therefore, the 

relaxation time in complex formation should be considered as a key to understand the devia‐

tion of the complex profile from the quasi‐steady state. 

   Other than phases, wave profiles (determined by the waveforms and peak levels) are the 

important features of oscillatory molecular behaviors. Therefore, we define similarity 𝑆ఊ  be‐

tween the wave profiles of the ETS and 𝐶̅ሺ𝜏ሻ by aligning their phases to the same. 𝑆ఊ is de‐

vised to approach 1 away from 0, as the two wave profiles quantitatively better match each 

other (Text L). We also define the similarity measures 𝑆୲୕ and 𝑆ୱ୕ for the tQSSA and 𝐶̅ሺ𝜏ሻ, 

and for the sQSSA and 𝐶̅ሺ𝜏ሻ, respectively. In the example of Fig C(a), 𝑆ఊ ൌ 0.91, 𝑆୲୕ ൌ 0.90, 
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and 𝑆ୱ୕ ൌ 0.88. Based on Eq (S16), one can expect that the main difference between the 

ETS and tQSSA would be attributed to their phases, rather than to their shapes. As expected, 

𝑆ఊ and 𝑆୲୕ tend to be almost equal to each other [Spearman's 𝜌 ൌ 0.89 and 𝑃 ൏ 10ିସ; see 

Fig C(e)]. On the other hand, consistent with the previous suggestions that the tQSSA is more 

accurate than the sQSSA [S1], 𝑆ୱ୕ tends to be below 𝑆ఊ  and 𝑆୲୕ [Fig C(e) and 𝑃 ൏ 10ିସ]. 

Therefore, the ETS and tQSSA better approximate the wave profile of 𝐶̅ሺ𝜏ሻ than the sQSSA. 

   Although physiologically less relevant, the oscillatory protein levels with irregular rhythmic‐

ity may provide another testbed for the approximating capability of the ETS. Hence, we con‐

sidered the following 𝐴ሺ𝜏ሻ and 𝐵ሺ𝜏ሻ and numerically solved Eq (S1): 

 

𝐴ሺ𝜏ሻ ൌ
ଵ

ே
∑ 𝐴୫ୟ୶,௜ ൜1 െ

ఈఽ,೔

ଶ
൤1 ൅ cos ൬

ଶగ

௞ಌ்ఽ,೔
𝜏 െ 𝜑୅,௜൰൨ൠே

௜ୀଵ , 

  𝐵ሺ𝜏ሻ ൌ
ଵ

ே
∑ 𝐵୫ୟ୶,௜ ൜1 െ

ఈా,೔

ଶ
൤1 ൅ cos ൬

ଶగ

௞ಌ்ా,೔
𝜏 െ 𝜑୆,௜൰൨ൠே

௜ୀଵ .               (S41) 

 

We chose 𝑁 ൌ 10 and randomly selected 𝑘ஔ from its range in Table C and the other parame‐

ters from 0.1 ൑ 𝐴୫ୟ୶,௜, 𝐵୫ୟ୶,௜ ൑ 10, 0.5 ൑ 𝛼୅,௜, 𝛼୆,௜ ൏ 1, െ𝜋 ൏ 𝜑୅,௜, 𝜑୆,௜ ൑ 𝜋, and 10 h 

൑ 𝑇୅,௜, 𝑇୆,௜ ൑ 40 h. We found that the ETS tends to better approximate such an irregular pro‐

file of 𝐶ሺ𝜏ሻ than the tQSSA and sQSSA, as illustrated in Fig C(f). 

   Next, we move to a real‐world example of oscillating protein interactions. In plant Ara‐

bidopsis thaliana, ZEITLUPE (ZTL) is an essential protein for a normal circadian periodicity. 

ZTL is stabilized by a direct interaction with another protein GIGANTEA (GI), and this interac‐

tion is enhanced by blue light [S16–S18]. As a result, ZTL protein levels oscillate in light–dark 

cycles, despite the constitutive mRNA expression of ZTL [S16]. We here assess how well the 

ETS accounts for the experimental ZTL profile over time, through the modeling of the ZTL–GI 

interaction. If 𝐴ሺ𝑡ሻ and 𝐵ሺ𝑡ሻ represent the ZTL and GI concentrations, respectively, then the 

ZTL turnover dynamics can be described by the following equation: 

 

ୢ஺ሺ௧ሻ

ୢ௧
ൌ 𝑔୅ െ 𝑟ୡ𝐶ሺ𝑡ሻ െ 𝑟୅ሾ𝐴ሺ𝑡ሻ െ 𝐶ሺ𝑡ሻሿ,                  (S42) 

 

where 𝑔୅ is the ZTL synthesis rate, 𝐶ሺ𝑡ሻ is the concentration of ZTL–GI complex, and 𝑟୅ and 

𝑟ୡ denote the degradation rates of free ZTL and GI‐binding ZTL, respectively. 𝑟ୡ ൏ 𝑟୅ because 

GI stabilizes ZTL. 𝐶ሺ𝑡ሻ is determined by Eq (1) and we assume 𝑘ஔ ൌ 𝑘ୢ ൅ 𝑟ୡ there. Because 

blue light enhances the ZTL–GI interaction, we further assume that 𝑘ୢ and 𝐾 in light do not 

exceed 𝑘ୢ and 𝐾 in darkness, respectively. We set 𝐵ሺ𝑡ሻ as the known GI profile [Fig D(a)] 

[S16] multiplied by a scaling coefficient 𝑤ୋ୍, because the original GI profile is given by the 

concentration levels at a relative scale, not at the absolute scale. For the same reason, when 
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comparing 𝐴ሺ𝑡ሻ with the experimental ZTL profile [Fig D(a)] [S16], we use 𝐴ୱሺ𝑡ሻ ≡

𝐴ሺ𝑡ሻ/𝑤୞୘୐ where 𝑤୞୘୐ is another scaling coefficient. 

   We compute three different versions of 𝐴ሺ𝑡ሻ for their comparison with the experimental 

ZTL profile: (i) the first version is the solution of 𝐴ሺ𝑡ሻ from Eqs (1) and (S42), (ii) the second 

version is the solution of only Eq (S42) with the replacement of 𝐶ሺ𝑡ሻ by 𝐶ఊሺ𝑡ሻ in Eq (6), and 

(iii) the last version is similar to version (ii), but with the replacement of 𝐶ሺ𝑡ሻ by 𝐶୲୕ሺ𝑡ሻ in Eq 

(2). In other words, version (i) is the full modeling result that we treat as the gold standard to 

assess the relative accuracies of versions (ii) and (iii) from the ETS and the tQSSA, respec‐

tively. We do not consider the sQSSA because the tQSSA has already proven to be more ac‐

curate than the sQSSA in Fig B and C as well as in previous studies [S1,S4]. 

   We simulate the full model and its ETS and tQSSA versions in (i)–(iii) for randomly‐selected 

parameters 𝑔୅, 𝑟୅, 𝑟ୡ, 𝑤ୋ୍, and 𝑤୞୘୐ with 𝑘ୢ and 𝐾 in light and darkness (Table D). We de‐

fine similarity 𝑆୞୘୐ between 𝐴ୱሺ𝑡ሻ and the empirical ZTL profile when 𝐴ୱሺ𝑡ሻ is calculated 

from the full model by the above relation 𝐴ୱሺ𝑡ሻ ൌ 𝐴ሺ𝑡ሻ/𝑤୞୘୐. 𝑆୞୘୐ is devised to approach 1 

away from 0, as 𝐴ୱሺ𝑡ሻ quantitatively better matches the ZTL profile. Analogously, 𝑆୞୘୐ఊ  and 

𝑆୞୘୐୕ are defined for the ETS and tQSSA cases, respectively. Fig D(a) and D(b) present an ex‐

ample that 𝐴ୱሺ𝑡ሻ from the ETS is as close to the experimental ZTL profile as 𝐴ୱሺ𝑡ሻ from the 

full model, and is closer to that experimental profile than 𝐴ୱሺ𝑡ሻ from the tQSSA (𝑆୞୘୐ ൌ

0.88, 𝑆୞୘୐ఊ ൌ 0.88, and 𝑆୞୘୐୕ ൌ 0.79). Indeed, most of our simulated conditions (78.2%) 

show 𝑆୞୘୐ఊ  higher than 𝑆୞୘୐୕ [Fig D(c) and 𝑃 ൏ 10ିସ], while 𝑆୞୘୐ఊ and 𝑆୞୘୐ are almost the 

same as each other [Fig D(d)]. We hence conclude that the effective time delay in the ETS is 

important for capturing the experimental ZTL profile to a similar degree to the full modeling. 

 
Text H. TF–DNA interaction 
 
We here consider TF–DNA interactions with circadian rhythmicity. Suppose that the TF con‐

centration oscillates over time in a sinusoidal form: 

 

𝐴୘୊ሺ𝜏ሻ ൌ 𝐴୫ୟ୶ ቄ1 െ
ఈఽ

ଶ
ቂ1 ൅ cos ቀ

ଶగ

௞ಌ்
𝜏ቁቃቅ,                 (S43) 

 

where 𝐴୘୊ሺ𝜏ሻ, 𝐴୫ୟ୶, 𝛼୅, and 𝑇 are the dimensionless TF concentration in Eq (S20), the peak 

level of 𝐴୘୊ሺ𝜏ሻ, the peak‐to‐trough difference of 𝐴୘୊ሺ𝜏ሻ divided by the peak level, and the 

oscillation period of a circadian or diurnal rhythm, respectively. Here, 𝛼୅ ranges from 0 to 1 

(the closer it is to 1, the stronger the oscillation) and we choose 𝑇 ൌ 24 h. Based on 𝐴୘୊ሺ𝜏ሻ 

in Eq (S43), we numerically solve Eq (S20) to obtain 𝐶୘୊ሺ𝜏ሻ, and evaluate how well 𝐶୘୊ሺ𝜏ሻ is 

approximated by the ETS in Eq (S28) or by the QSSA in Eq (S21). 
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   As illustrated in Fig E(a), we observe that the ETS tends to better match the time trajectory 

of 𝐶୘̅୊ሺ𝜏ሻ than the QSSA. For systematic evaluation, we define 𝜙ఊ
௧  and 𝜙୕

௧  as the phase dif‐

ferences in hours between the ETS and 𝐶୘̅୊ሺ𝜏ሻ, and between the QSSA and 𝐶୘̅୊ሺ𝜏ሻ, respec‐

tively (Text L). The magnitudes of these phase differences reach up to ~5 h in physiologically‐

relevant parameter conditions [Fig E(b) and Table C]. The sign of a given phase difference is 

assigned positive (negative) if the corresponding trajectory has a more advanced (delayed) 

phase than 𝐶୘̅୊ሺ𝜏ሻ. In the simulated conditions (Table C), we observe 𝜙୕
௧ ൒ 0 and 𝜙ఊ

௧ ൑ 0. In 

the example of Fig E(a), 𝜙ఊ
௧ ൌ െ0.3 h and 𝜙୕

௧ ൌ 2.3 h, and here ห𝜙ఊ
௧ห is smaller than ห𝜙୕

௧ ห. In‐

deed, our analysis suggests that ห𝜙ఊ
௧ห tends to be smaller than ห𝜙୕

௧ ห over the physiologically‐

relevant conditions [Fig E(b) and 𝑃 ൏ 10ିସ]. When ห𝜙ఊ
௧ห or ห𝜙୕

௧ ห is ≥1 h, most parameter con‐

ditions (91.6%) have ห𝜙ఊ
௧ห less than ห𝜙୕

௧ ห at least by one hour, and a quarter of them even at 

least by two hours [Fig E(c) and 𝑃 ൏ 10ିସ]. 

   These results suggest that the effective time delay in the ETS tends to well match the phase 

difference between 𝐶୘̅୊ሺ𝜏ሻ and its quasi‐steady state. Therefore, the relaxation time in TF–

DNA binding should be considered as a key to understand the deviation of 𝐶୘̅୊ሺ𝜏ሻ from the 

quasi‐steady state. 

   Unlike the cases of phases, we expect that the wave profiles predicted by the ETS and QSSA 

would be almost the same, with regards to Eq (S28). To examine this issue, we define similar‐

ity 𝑆ఊ  between the profiles of the ETS and 𝐶୘̅୊ሺ𝜏ሻ by aligning their phases to the same. 𝑆ఊ is 

devised to approach 1 away from 0, as the two wave profiles quantitatively better match 

each other (Text L). We also define the similarity 𝑆୕ for the QSSA and 𝐶୘̅୊ሺ𝜏ሻ. As anticipated, 

𝑆ఊ and 𝑆୕ take almost the same values as each other (Spearman's 𝜌 ൌ 0.94 and 𝑃 ൏ 10ିସ) 

and both are ൐ 0.7 for the physiologically‐relevant conditions. 

   Although physiologically less relevant, the oscillatory TF level with irregular rhythmicity 

may provide another testbed for the approximating capability of the ETS. Hence, we consid‐

ered the following 𝐴୘୊ሺ𝜏ሻ and numerically solved Eq (S20): 

 

𝐴୘୊ሺ𝜏ሻ ൌ
ଵ

ே
∑ 𝐴୫ୟ୶,௜ ൜1 െ

ఈఽ,೔

ଶ
൤1 ൅ cos ൬ ଶగ

௞ಌ்ఽ,೔
𝜏 െ 𝜑୅,௜൰൨ൠே

௜ୀଵ .               (S44) 

 

We chose 𝑁 ൌ 10 and randomly selected 𝑘ஔ, 𝐾, and 𝑉 from the conditions in Table C and 

the other parameters from 0.1 ൑ 𝐴୫ୟ୶,௜ ൑ 10, 0.5 ൑ 𝛼୅,௜ ൑ 0.9, െ𝜋 ൏ 𝜑୅,௜ ൑ 𝜋, and 10 h 

൑ 𝑇୅,௜ ൑ 40 h. Even with such irregularity of the rhythms, the ETS is still found to improve 

the approximation of 𝐶୘̅୊ሺ𝜏ሻ compared to the QSSA, as illustrated in Fig E(d). 
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Text I. Positive autogenous control 
 
Consider a scenario of positive autoregulation that proteins enhance their own transcription 

after homodimer formation and this dimer–promoter interaction is facilitated by inducer 

molecules, as in Fig 2(a). The protein production is hence governed by the following equa‐

tions: 

 

ୢெሺ௧ሻ

ୢ௧
ൌ

௦

௏
൅ ሺ𝑎଴ െ 𝑠ሻ𝐶୘୊ሺ𝑡ሻ െ ሺ𝑏଴ ൅ 𝑘ୢ୪୲ሻ𝑀ሺ𝑡ሻ,                (S45) 

 

ୢ஺ሺ௧ሻ

ୢ௧
ൌ 𝑎ଵ𝑀ሺ𝑡ሻ െ ሺ𝑟ୡ ൅ 𝑘ୢ୪୲ሻ𝐴ሺ𝑡ሻ,                   (S46) 

 

ୢ஺మሺ௧ሻ

ୢ௧
ൌ

௞౗

ଶ
ሾ𝐴ሺ𝑡ሻ െ 2𝐴ଶሺ𝑡ሻሿଶ െ ሺ𝑘ୢ ൅ 𝑟ୡ ൅ 𝑘ୢ୪୲ሻ𝐴ଶሺ𝑡ሻ,               (S47) 

 

ୢ஼౐ూሺ௧ሻ

ୢ௧
ൌ

ఎ௞෠ ౐ూ౗

௏
𝐴ଶሺ𝑡ሻ െ ൣ𝑘୘୊ୢ ൅ 𝑘ୢ୪୲ ൅ 𝜂𝑘෠୘୊ୟ𝐴ଶሺ𝑡ሻ൧𝐶୘୊ሺ𝑡ሻ.       (S48) 

 

Here, 𝑀ሺ𝑡ሻ, 𝐴ሺ𝑡ሻ, 𝐴ଶሺ𝑡ሻ, and 𝐶୘୊ሺ𝑡ሻ are the total mRNA, protein, protein dimer, and pro‐

moter‐binding dimer concentrations, respectively. Eqs (S47) and (S48) are based on Eqs (1) 

and (S20), but modified for homodimerization and dilution with cell growth. 𝑠, 𝑎଴, and 𝑎ଵ de‐

note the basal and maximal transcription rates (𝑠 ≪ 𝑎଴) and translation rate, respectively. 

𝑏଴, 𝑟ୡ, and 𝑘ୢ୪୲ denote the mRNA and protein degradation rates and cell growth‐related dilu‐

tion rate, respectively. 𝑘ୟ, 𝑘ୢ, and 𝑘୘୊ୢ denote the dimer association and dissociation rates 

and dimer–promoter dissociation rate, respectively. 𝜂 is a dimensionless quantity, monoton‐

ically increasing with an inducer level. 𝜂𝑘෠୘୊ୟ and 𝑉 correspond to 𝑘ୟ and 𝑉 in the case of Eq 

(S20), respectively. We here assume that the promoter‐binding dimers are neither dissoci‐

ated to monomers nor degraded. To be precise, െሺ𝑟ୡ ൅ 𝑘ୢ୪୲ሻ𝐴ሺ𝑡ሻ and െሺ𝑘ୢ ൅ 𝑟ୡ ൅

𝑘ୢ୪୲ሻ𝐴ଶሺ𝑡ሻ in Eqs (S46) and (S47) should be replaced by െ𝑟ୡሾ𝐴ሺ𝑡ሻ െ 2𝐶୘୊ሺ𝑡ሻሿെ𝑘ୢ୪୲𝐴ሺ𝑡ሻ and 

െሺ𝑘ୢ ൅ 𝑟ୡሻሾ𝐴ଶሺ𝑡ሻ െ 𝐶୘୊ሺ𝑡ሻሿ െ 𝑘ୢ୪୲𝐴ଶሺ𝑡ሻ, respectively; however, this replacement does not 

much alter our simulation results, and thus we keep the original forms of Eqs (S46) and (S47) 

for the straightforward approximation of the dimer concentration later. 

   To systematically analyze the induction kinetics using dimensionless quantities, we rewrite 

Eqs (S45)–(S48) as 

 

ୢெഥሺఛොሻ

ୢఛො
ൌ 𝜎 ൅ ሺ1 െ 𝜎ሻ𝐶୘̿୊ሺ𝜏̂ሻ െ 𝐵଴𝑀ഥሺ𝜏̂ሻ,                   (S49) 

 

ୢ஺̅ሺఛොሻ

ୢఛො
ൌ 𝑀ഥሺ𝜏̂ሻ െ 𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ,                       (S50) 

 

ୢ஺̅మሺఛොሻ

ୢఛො
ൌ 𝑅ሾ𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ െ 2𝐴̅ଶሺ𝜏̂ሻሿଶ െ 𝐷𝐴̅ଶሺ𝜏̂ሻ,                  (S51) 
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ୢ஼౐̿ూሺఛොሻ

ୢఛො
ൌ 𝜂𝑃𝐴̅ଶሺ𝜏̂ሻ െ ሾ𝐷୘୊ ൅ 𝜂𝑃𝐴̅ଶሺ𝜏̂ሻሿ𝐶୘̿୊ሺ𝜏̂ሻ,                 (S52) 

 

where all the variables and parameters are dimensionless as 𝜏̂ ≡ ሺ𝑟ୡ ൅ 𝑘ୢ୪୲ሻ𝑡, 𝑀ഥሺ𝜏̂ሻ ≡

ሺ𝑟ୡ ൅ 𝑘ୢ୪୲ሻ𝑎଴
ିଵ𝑉𝑀ሺ𝑡ሻ, 𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ ≡ ሺ𝑟ୡ ൅ 𝑘ୢ୪୲ሻଶሺ𝑎଴𝑎ଵሻିଵ𝑉𝐴ሺ𝑡ሻ, 𝐴̅ଶሺ𝜏̂ሻ ≡ ሺ𝑟ୡ ൅

𝑘ୢ୪୲ሻଶሺ𝑎଴𝑎ଵሻିଵ𝑉𝐴ଶሺ𝑡ሻ, 𝐶୘̿୊ሺ𝜏̂ሻ ≡ 𝑉𝐶୘୊ሺ𝑡ሻ, 𝜎 ≡ 𝑠𝑎଴
ିଵ ≪ 1, 𝐵଴ ≡ ሺ𝑏଴ ൅ 𝑘ୢ୪୲ሻሺ𝑟ୡ ൅ 𝑘ୢ୪୲ሻିଵ, 

𝑅 ≡ 𝑘ୟ𝑎଴𝑎ଵሺ2𝑉ሻିଵሺ𝑟ୡ ൅ 𝑘ୢ୪୲ሻିଷ, 𝐷 ≡ ሺ𝑘ୢ ൅ 𝑟ୡ ൅ 𝑘ୢ୪୲ሻሺ𝑟ୡ ൅ 𝑘ୢ୪୲ሻିଵ, 𝑃 ≡ 𝑘෠୘୊ୟ𝑎଴𝑎ଵ𝑉ିଵሺ𝑟ୡ ൅

𝑘ୢ୪୲ሻିଷ, and 𝐷୘୊ ≡ ሺ𝑘୘୊ୢ ൅ 𝑘ୢ୪୲ሻሺ𝑟ୡ ൅ 𝑘ୢ୪୲ሻିଵ. 

   Eqs (S51) and (S52) are equivalent to Eqs (S1) and (S20) with the mapping of 𝐷𝜏̂, 

4𝑅𝐷ିଵ𝐴̅ଶሺ𝜏̂ሻ, and 2𝑅𝐷ିଵ𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ in Eq (S51) to 𝜏, 𝐶̅ሺ𝜏ሻ, and both 𝐴̅ሺ𝜏ሻ and 𝐵തሺ𝜏ሻ in Eq (S1) and 

that of 𝐷୘୊𝜏̂, 𝐶୘̿୊ሺ𝜏̂ሻ, and 𝜂𝑃𝐷୘୊
ିଵ𝐴̅ଶሺ𝜏̂ሻ in Eq (S52) to 𝜏, 𝐾𝑉𝐶୘̅୊ሺ𝜏ሻ, and 𝐴̅୘୊ሺ𝜏ሻ in Eq (S20), 

respectively. From Eqs (S4) and (S21), the tQSSA and QSSA‐based model then comprises Eq 

(S50) and this equation: 

 

ୢெഥሺఛොሻ

ୢఛො
ൌ 𝜎 ൅ ሺ1 െ 𝜎ሻ

ఎ௉஽౐ూ
షభ஺̅మ౪్ሺఛොሻ

ଵାఎ௉஽౐ూ
షభ஺̅మ౪్ሺఛොሻ

െ 𝐵଴𝑀ഥሺ𝜏̂ሻ,                 (S53) 

 

where 𝐴̅ଶ୲୕ሺ𝜏̂ሻ ≡ ൣ𝜅 ൅ 𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ െ Δഥ୲୕ሺ𝜏̂ሻ൧/2 with Δഥ୲୕ሺ𝜏̂ሻ ≡ ඥ𝜅ሾ𝜅 ൅ 2𝐴̅ሺ𝜏̂ሻሿ and 𝜅 ≡ 𝐷/ሺ4𝑅ሻ. 

We simply call this model with Eqs (S50) and (S53) the QSSA‐based model. The second term 

on the right‐hand side of Eq (S53) corresponds to a TF–DNA binding curve under the quasi‐

steady state assumption. This binding curve is a sigmoid function of the protein level 𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ, 

the known feature of positive autoregulation. 

   On the other hand, from Eqs (S16) and (S28), the ETS gives rise to a model with Eq (S50) 

and the following equation: 

 

ୢெഥሺఛොሻ

ୢఛො
ൌ 𝜎 ൅ ሺ1 െ 𝜎ሻ

ఎ௉஽౐ూ
షభ஺̅మಋ൤ఛොି

భ
ವ౐ూశആುಲഥమಋሺഓොሻ൨

ଵାఎ௉஽౐ూ
షభ஺̅మಋ൤ఛොି

భ
ವ౐ూశആುಲഥమಋሺഓොሻ൨

െ 𝐵଴𝑀ഥሺ𝜏̂ሻ,               (S54) 

 

where 𝐴̅ଶஓሺ𝜏̂ሻ ≡ min൛𝐴̅ଶ୲୕ൣ𝜏̂ െ 𝑅ିଵΔഥ୲୕
ିଵሺ𝜏̂ሻ/4൧, 𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ/2ൟ with the aforementioned 𝐴̅ଶ୲୕ሺ𝜏̂ሻ 

and Δഥ୲୕ሺ𝜏̂ሻ. The second term on the right‐hand side of Eq (S54) corresponds to a TF–DNA 

binding curve modified with the relaxation time in the dimer–promoter interaction and di‐

merization. 

   As 𝜂 increases from 0, the simulation of the full model with Eqs (S49)–(S52) shows that an 

initially low, steady‐state protein level undergoes a discontinuous transition at some point 

𝜂 ൌ 𝜂ୡ [Fig 2(b)]. Therefore, upon a sudden change of 𝜂 ൌ 0 to 𝜂 ൐ 𝜂ୡ, the protein level 

grows over time towards its new steady state. The induced protein time‐series can be com‐

pared between the full model [Eqs (S49)–(S52)], the ETS‐based model [Eqs (S50) and (S54)], 



20 
 

and the QSSA‐based model [Eqs (S50) and (S53)]. These three models with the common pa‐

rameter set have the same steady states, but can differ in their transient behaviors. Specifi‐

cally, we will focus on the response time, defined as the time taken for a protein level to 

reach 90% of its steady state. 

   To seek the analytical expression of the response time, we consider the following condi‐

tion: 

 

𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ ≪ 𝜅 and 𝐵଴ ≫ 1,                     (S55) 

 

which allow us to take 𝐴̅ଶ୲୕ሺ𝜏̂ሻ ൎ 𝐴̅ଶሺ𝜏̂ሻ/ሺ4𝜅ሻ, 𝑅ିଵΔഥ୲୕
ିଵሺ𝜏̂ሻ/4 ൎ 1/𝐷, and an instantly accli‐

mating mRNA level with 𝑀ഥᇱሺ𝜏̂ሻ ൎ 0 in Eqs (S53) and (S54). Plugging them in Eq (S50) leads to 
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െ 𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ.               (S57) 

 

Eqs (S56) and (S57) come from the QSSA and ETS, respectively. 𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ → 𝜎/𝐵଴ at the steady 

state at 𝜂 ൌ 0 and the above 𝜎 ≪ 1 and 𝐵଴ ≫ 1 ensure 𝜎/𝐵଴ ≪ 1. Therefore, we treat the 

initial 𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ as ~0 when 𝜂 switches from 0 to ൐ 𝜂ୡ. To estimate the relevant protein re‐

sponse time, we consider two different stages of the protein growth: (i) the early stage with 

0 ≲ 𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ ൏ 2ඥ𝜅𝐷୘୊𝜂ିଵ𝑃ିଵ and (ii) the late stage with 2ඥ𝜅𝐷୘୊𝜂ିଵ𝑃ିଵ ൑ 𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ ൏ 𝐴̅∗ where 

𝐴̅∗ is the final steady state of 𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ. The phase portrait of Eq (S56) in the early and late stages 

is illustrated by Fig F. For the early and late stages, Eq (S56) respectively reduces to  
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െ 𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ,               (S58) 

 

where 𝑎 ≡ 𝜂𝑃ሺ1 െ 𝜎ሻ/ሺ4𝜅𝐵଴𝐷୘୊ሻ and 𝑐 ≡ 𝜎/𝐵଴. Eq (S58) gives the dimensionless form of 

the QSSA‐based response time, as follows: 
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where 𝐴̅∗ ൎ 1/𝐵଴ from Eq (S58), 𝜁 ൌ 0.9 by our definition of the response time, and 
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     𝜂∗ ≡
஻బ

మ఑஽౐ూ

௉ఙሺଵିఙሻ
.                     (S60) 

 

When 𝜂 → 𝜂∗, the response time in Eq (S59) diverges. 𝜂∗ approximates the transition point, 

i.e., 𝜂ୡ ൎ 𝜂∗. Applying this fact and 𝜎 ≪ 1 to Eq (S59) for 𝜂 → 𝜂ୡ informs the QSSA‐based re‐

sponse time near the transition point, as follows: 
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Note that the first diverging term roots in the early stage of the protein growth and the sec‐

ond term in the late stage. The above estimate tends to match the QSSA model simulation 

with Eqs (S50) and (S53) under the condition of Eq (S55) [9.6 ± 9.0% relative error (avg. ± s.d. 

in simulated conditions) and 𝑃 ൏ 10ିସ]. 

   Next, regarding the ETS, Eq (S57) in the early stage of the protein growth reduces to  
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where 𝑎 and 𝑐 are the same as Eq (S58). Roughly, 𝐴̅൫𝜏̂ െ 𝐷ିଵ െ 𝐷୘୊
ିଵ൯ ൐ 0 only if 𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ ൐

𝐴̅min ≡ 𝑐 ቂ1 െ ൫1 ൅ 𝐷ିଵ ൅ 𝐷୘୊
ିଵ൯

ିଵ
ቃ, because 𝐴̅൫𝜏̂ െ 𝐷ିଵ െ 𝐷୘୊

ିଵ൯ ൎ 𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ െ ൫𝐷ିଵ ൅

𝐷୘୊
ିଵ൯𝐴̅ᇱሺ𝜏̂ሻ and 𝐴̅ᇱሺ𝜏̂ሻ is given by 
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𝐴̅ᇱሺ𝜏̂ሻ above is the solution of 𝑎൫𝐷ିଵ ൅ 𝐷୘୊
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𝑎𝐴̅ଶሺ𝜏̂ሻ െ 𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ ൅ 𝑐 ൎ 0. It comes from Eq (S62) and 𝐴̅ଶ൫𝜏̂ െ 𝐷ିଵ െ 𝐷୘୊
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ሾ𝐴̅ᇱሺ𝜏̂ሻሿଶ as 𝐴̅ᇱᇱሺ𝜏̂ሻ~0 in the early growth stage 

when 𝜂 is not too larger than 𝜂ୡ so that 𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ exhibits prolonged slow growth. Apart from Eq 

(S63) for 𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ ൐ 𝐴̅min in the early growth stage, we obtain 𝐴̅ᇱሺ𝜏̂ሻ ൎ 𝑐 െ 𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ for 𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ ൑

𝐴̅min by setting 𝐴̅൫𝜏̂ െ 𝐷ିଵ െ 𝐷୘୊
ିଵ൯ in Eq (S62) as ~0. 𝐴̅ᇱሺ𝜏̂ሻ in the late stage of the protein 

growth is the same as the second equation in Eq (S58), i.e., not different from the QSSA. 

Therefore, the response time from the ETS takes this form: 
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(S64) 

 

where 𝑢 ≡ ටඥ𝜂𝜂∗
ିଵሺ𝐷ିଵ ൅ 𝐷୘୊

ିଵሻଶ ቄ2ሾ1 ൅ ሺ𝐷ିଵ ൅ 𝐷୘୊
ିଵሻିଵሿඥ𝜎ିଵሺ1 െ 𝜎ሻ െ ඥ𝜂𝜂∗

ିଵቅ ൅ 1 and 

the other notations are the same as Eq (S59). 

   In a similar fashion to the previous trial, we put 𝜂ୡ ൎ 𝜂∗ and 𝜎 ≪ 1 into Eq (S64) when 𝜂 →

𝜂ୡ. The ETS then predicts the near‐transition response time as follows: 
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ሺ஽ା஽౐ూሻమ ቅ,                 (S65) 

 

where 𝑢ത ≡ ටሺ𝐷ିଵ ൅ 𝐷୘୊
ିଵሻଶሼ2ሾ1 ൅ ሺ𝐷ିଵ ൅ 𝐷୘୊

ିଵሻିଵሿ𝜎ିଵ/ଶ െ 1ሽ ൅ 1. Remarkably, the full 

model simulation with Eqs (S49)–(S52) under the condition of Eq (S55) does support the 

above predicted response time [14.3 ± 12.6% relative error (avg. ± s.d. in simulated condi‐

tions) and 𝑃 ൏ 10ିସ]. Although the predicted response time looks complex in its form, only 

the first term 2𝜋 ൫1 ൅ 𝐷ିଵ ൅ 𝐷୘୊
ିଵ൯ ඥሺ𝜂 െ 𝜂ୡሻ/𝜂ୡൗ  becomes dominating as 𝜂 → 𝜂ୡ. 

𝐷ିଵ ൅ 𝐷୘୊
ିଵ in the term represents the unique feature of the ETS, as will be discussed below. 

   Subtracting Eq (S61) from Eq (S65) suggests that the exact response time would be longer 

than the QSSA‐based estimate by 
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The dimensional form of Eq (S66) is given by Eq (9) with a notation 𝑟 ≡ 𝑟ୡ ൅ 𝑘ୢ୪୲. This result 

was verified by the full and QSSA model simulation difference, as discussed in the main text.  

   The above difference between the exact and QSSA‐based response times originates in the 

early stage of the protein growth, as evident from a comparison between Eqs (S59) and 

(S64). This response time difference vanishes as 𝐷ିଵ ൅ 𝐷୘୊
ିଵ → 0. Because 𝐷ିଵ and 𝐷୘୊

ିଵ are 
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proportional to the effective time delays in dimerization and dimer–promoter interaction, 

respectively, the total effective time delay 𝐷ିଵ ൅ 𝐷୘୊
ିଵ is responsible for the retarded re‐

sponse compared to the QSSA. Strikingly, the response time difference diverges as 𝜂 → 𝜂ୡ. 

This relatively far retarded response near the transition point is an amplified effect of the ef‐

fective time delay (i.e., the relaxation time in complex formation), attributed to the ultrasen‐

sitivity of the protein growth around the trough of the near‐transition phase portrait in Fig F. 

 
Text J. Negative autogenous control 
 
Consider a scenario of negative autoregulation that proteins repress their own transcription 

after homodimer formation and this dimer–promoter interaction is inhibited by inducer mol‐

ecules, as in Fig G(a). In fact, the homodimerization is not essential for our main results later, 

but just considered for a fair comparison of this system and the above positive autoregula‐

tion case. The protein production process is described by the following equations and Eqs 

(S46) and (S47): 
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where all the variables and parameters are the same as Eqs (S45) and (S48) and 𝑘෠୘୊ୟ/𝜂 cor‐

responds to 𝑘ୟ in the case of Eq (S20). As the simulated inducer level increases with 𝜂, Fig 

G(b) demonstrates that the steady‐state protein level [𝐴ሺ𝑡ሻ] increases, but does not show a 

discrete transition like the positive regulation case. Upon acute induction by an 𝜂 ൌ 0 to 𝜂 ൐

0 switch, the protein level grows to the new steady state over time and this response be‐

comes slower at larger 𝜂 [Fig G(c)]. Still, the response is speedier than in the positive regula‐

tion case, when the protein steady states are similar in that comparison [Fig 2(c) and G(c)]—

consistent with the previous finding of the beneficial effect of negative autoregulation [S19]. 

   Adopting the dimensionless variables and parameters in Eqs (S49) and (S52), we rewrite 

Eqs (S67) and (S68) as 

 

ୢெഥሺఛොሻ

ୢఛො
ൌ 𝜎 ൅ ሺ1 െ 𝜎ሻൣ1 െ 𝐶୘̿୊ሺ𝜏̂ሻ൧ െ 𝐵଴𝑀ഥሺ𝜏̂ሻ,                 (S69) 

 

ୢ஼౐̿ూሺఛොሻ

ୢఛො
ൌ

௉

ఎ
𝐴̅ଶሺ𝜏̂ሻ െ ቂ𝐷୘୊ ൅

௉

ఎ
𝐴̅ଶሺ𝜏̂ሻቃ 𝐶୘̿୊ሺ𝜏̂ሻ.                 (S70) 
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Eq (S70) is equivalent to Eq (S20) with the mapping of 𝐷୘୊𝜏̂, 𝐶୘̿୊ሺ𝜏̂ሻ, and 𝑃𝜂ିଵ𝐷୘୊
ିଵ𝐴̅ଶሺ𝜏̂ሻ to 

𝜏, 𝐾𝑉𝐶୘̅୊ሺ𝜏ሻ, and 𝐴̅୘୊ሺ𝜏ሻ, respectively. Therefore, based on the same procedure as the posi‐

tive regulation case, we obtain the QSSA‐based model with Eq (S50) and the following equa‐

tion: 

 

ୢெഥሺఛොሻ

ୢఛො
ൌ 𝜎 ൅

ሺଵିఙሻఎ

ఎା௉஽౐ూ
షభ஺̅మ౪్ሺఛොሻ

െ 𝐵଴𝑀ഥሺ𝜏̂ሻ.                   (S71) 

 

Likewise, the ETS leads to the model with Eq (S50) and the following equation: 

 

ୢெഥሺఛොሻ

ୢఛො
ൌ 𝜎 ൅

ሺଵିఙሻఎ

ఎା௉஽౐ూ
షభ஺̅మಋ൤ఛොି

ആ
ആವ౐ూశುಲഥమಋሺഓොሻ൨

െ 𝐵଴𝑀ഥሺ𝜏̂ሻ.               (S72) 

 

𝐴̅ଶ୲୕ሺ𝜏̂ሻ and 𝐴̅ଶஓሺ𝜏̂ሻ in Eqs (S71) and (S72) are defined as in Eqs (S53) and (S54). 

   When there is a sudden 𝜂 ൌ 0 to 𝜂 ൐ 0 change, the response time of the induced protein 

can be compared between the full model [Eqs (S50), (S51), (S69), and (S70)], the ETS model 

[Eqs (S50) and (S72)], and the QSSA model [Eqs (S50) and (S71)]. Across physiologically‐rele‐

vant conditions in Table E, we found that the ETS model tends to better agree with the full 

model in the response time than the QSSA model, especially for small 𝜂 values as exempli‐

fied by Fig G(c) [𝑃 ൏ 10ିସ; in Fig G(c) (left), the ETS even reproduces an overshoot in the 

protein level, whereas the QSSA does not]. Like the positive regulation case, we will try the 

analytical formulation of the response times with the ETS and the QSSA. 

   We assume Eq (S55) for Eqs (S50), (S71), and (S72) and obtain the following expressions 

with a notation 𝜂ୱ ≡ 𝑃 ሺ4𝜅𝐷୘୊𝐵଴
ଶሻ⁄ : 

 

ୢ஺̅ሺఛොሻ

ୢఛො
ൎ

ఙ

஻బ
൅

ଵିఙ

஻బ
∙

ଵ

ଵା
ആ౩
ആ

஻బ
మ஺̅మሺఛොሻ

െ 𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ,                   (S73) 

 

ୢ஺̅ሺఛොሻ

ୢఛො
ൎ

ఙ

஻బ
൅

ଵିఙ

஻బ
∙

ଵ

ଵା
ആ౩
ആ

஻బ
మ஺̅మ൥ఛොି

ವ౐ూ
షభ

భశ
ആ౩
ആ ಳబ

మಲഥమቀഓොష
భ
ವቁ

ି
భ
ವ

൩

െ 𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ.               (S74) 

 

Eqs (S73) and (S74) pertain to the QSSA and ETS, respectively. The phase portrait of Eq (S73) 

in Fig G(d) suggests that the closer to the steady state, the more rate‐limiting in the protein 

response process. We therefore focus on the late‐stage dynamics and assume 

 

𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ ൎ 𝐴̅∗ െ 𝜖𝑒ିఒሺఛොିఛොబሻ,                   (S75) 

 

where 𝐴̅∗ is the steady state of 𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ, 𝜆 and 𝜖 are positive constants, and 𝜏̂଴ denotes the ini‐

tial point of 𝜏̂. Eq (S75) would work for large 𝜂 without an overshoot in 𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ. We first set 

𝐴̅ଶሺ𝜏̂ െ 𝐷ିଵሻ in Eq (S74) as ~𝐴̅∗
ଶ and then apply Eq (S75) to Eq (S74). Consequently, 
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       𝜖𝜆𝑒ିఒሺఛොିఛොబሻ ൎ
ఙ

஻బ
൅

ଵିఙ

஻బ
⋅

ଵ

ଵାആ౩
ആ

஻బ
మቂ஺̅∗ିఢ௘షഊ൫ഓොషഓොౚషഓොబ൯ቃ

మ ൅ 𝜖𝑒ିఒሺఛොିఛොబሻ െ 𝐴̅∗,             (S76) 

 

where 𝜏̂ୢ ≡ 𝐷୘୊
ିଵሾ1 ൅ 𝜂ିଵ𝜂ୱ𝐵଴

ଶ𝐴̅∗
ଶሿିଵ ൅ 𝐷ିଵ. The Taylor expansion of Eq (S76) up to 𝑂ሺ𝜖ሻ 

gives rise to 

 

    
ଶఎ౩஻బ஺̅∗ሺଵିఙሻ

ఎቀଵା
ആ౩
ആ

஻బ
మ஺̅∗

మቁ
మ 𝑒ఒఛොౚ െ 𝜆 ൅ 1 ൎ 0.                   (S77) 

 

The use of relation 𝑒௫ ൒ 1 ൅ 𝑥 for Eq (S77) with 𝑥 ൌ 𝜆𝜏̂ୢ leads to 

 

 𝜆 ≳
ఎቀଵା

ആ౩
ആ

஻బ
మ஺̅∗

మቁ
మ

ାଶఎ౩஻బ஺̅∗ሺଵିఙሻ

ఎቀଵା
ആ౩
ആ

஻బ
మ஺̅∗

మቁ
మ

ିଶఛොౚఎ౩஻బ஺̅∗ሺଵିఙሻ
.                   (S78) 

 

In a similar manner to the positive regulation case, we treat the initial 𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ as ~0. Compati‐

bly, we treat 𝐴̅ሺ𝜏̂ െ 𝜏̂ୢሻ as ~0 for 𝜏̂ ൑ 𝜏̂଴ ൅ 𝜏̂ୢ, as well. In that time period, 𝐴̅ᇱሺ𝜏̂ሻ ൎ 𝐵଴
ିଵ െ

𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ from the modified Eq (S74), and therefore 𝐴̅ሺ𝜏̂଴ ൅ 𝜏̂ୢሻ ൎ 𝐵଴
ିଵ൫1 െ 𝑒ିఛොౚ൯. For the conti‐

nuity of this result with Eq (S75) at 𝜏̂ → 𝜏̂଴ ൅ 𝜏̂ୢ, it should be satisfied that 𝜖 ൎ

𝐵଴
ିଵ𝑒ሺఒିଵሻఛොౚ െ ሺ𝐵଴

ିଵ െ 𝐴̅∗ሻ𝑒ఒఛොౚ . With this form of 𝜖 and the quantity 𝜁 used for Eqs (S59) 

and (S64), we solve Eq (S75) for 𝜏̂ െ 𝜏̂଴ when 𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ ൌ  𝜁𝐴̅∗, and this value of 𝜏̂ െ 𝜏̂଴ is the esti‐

mated response time in a dimensionless form. For simplicity, if one focuses on the case of 

𝜂 ≫ 𝜂ୱ, 𝐴̅∗ ൎ 𝐵଴
ିଵ from Eq (S73) or (S74). Combining the current procedure with the relation 

in Eq (S78) suggests the upper limit of the ETS‐based response time, as follows: 

 

ln ቀ
ଵ

ଵି఍
ቁ െ 2ሺ1 െ 𝜎ሻ ቀ1 ൅

ଵ

஽
൅

ଵ

஽౐ూ
 ቁ ቂln ቀ

ଵ

ଵି఍
ቁ െ

ଵ

஽
െ

ଵ

஽౐ూ
ቃ

ఎ౩

ఎ
,               (S79) 

 

which is obtained by the Taylor expansion up to 𝑂ሺ𝜂ୱ/𝜂ሻ for 𝜂 ≫ 𝜂ୱ. Although Eq (S79) in‐

tends to be the upper limit, it is in practice close to the simulated response time from the full 

model with Eqs (S50), (S51), (S69), and (S70) under the condition of Eq (S55) [2.8 ± 1.6% rela‐

tive error (avg. ± s.d. in simulated conditions) and 𝑃 ൏ 10ିସ]. 

   Following the above way, one can also calculate the QSSA‐based response time with Eq 

(S73). In Eq (S78), one should replace 𝜏̂ୢ by zero and use ൎ instead of ≳. When 𝜂 ≫ 𝜂ୱ, the 

QSSA‐based response time up to 𝑂ሺ𝜂ୱ/𝜂ሻ is given by 
 

ln ቀ ଵ

ଵି఍
ቁ ቂ1 െ 2ሺ1 െ 𝜎ሻ ఎ౩

ఎ
ቃ.                   (S80) 

 

This estimate tends to match the QSSA model simulation with Eqs (S50) and (S71) under the 

condition of Eq (S55) [2.8 ± 1.7% relative error (avg. ± s.d. in simulated conditions) and 𝑃 ൏

10ିସ]. 
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   Subtracting Eq (S79) from Eq (S80) informs the lower limit of the response time difference 

between the QSSA‐based estimate and our prediction, as follows: 

 

2ሺ1 െ 𝜎ሻ ቀ
ଵ

஽
൅

ଵ

஽౐ూ
ቁ ቂln ቀ

ଵ

ଵି఍
ቁ െ 1 െ

ଵ

஽
െ

ଵ

஽౐ూ
ቃ

ఎ౩

ఎ
.                (S81) 

 

This minimum difference approaches zero when 𝐷ିଵ ൅ 𝐷୘୊
ିଵ → 0. Because 𝐷ିଵ and 𝐷୘୊

ିଵ are 

proportional to the effective time delays in dimerization and dimer–promoter interaction, 

respectively, the total effective time delay 𝐷ିଵ ൅ 𝐷୘୊
ିଵ is responsible for the advanced re‐

sponse with the retarded inhibition of transcription. 

   Dividing Eq (S81) by 𝑟ୡ ൅ 𝑘ୢ୪୲ gives the dimensional form of Eq (S81). Consistent with our 

analytical prediction, the QSSA‐to‐full model difference in their simulated response times is 

linearly scaled to 𝜂ୱ/𝜂 (𝑅ଶ ൐ 0.87) and its slope against 𝜂ୱ/𝜂 equals or exceeds that in the 

dimensional form of Eq (S81) for most of the simulated conditions [88.8%; see Fig G(e)]. In 

the example of Fig G(e), the QSSA model does overestimate the response time by about ten 

minutes and the error diminishes for larger 𝜂 values. 

 
Text K. Rhythmic protein degradation 
 
To understand the rhythmicity in the experimental degradation rates of circadian proteins, 

we constructed the kinetic model of circadian protein production and degradation. Here, 

𝐴଴ሺ𝑡ሻ and 𝐴ଵሺ𝑡ሻ represent the concentrations of unmodified and modified proteins, respec‐

tively, while the protein modified by ubiquitination undergoes degradation. The protein 

turnover dynamics is described by 

 

ୢ஺బሺ௧ሻ

ୢ௧
ൌ 𝑔ሺ𝑡ሻ െ 𝑎଴𝐴଴ሺ𝑡ሻ,                   (S82) 

 

ୢ஺భሺ௧ሻ

ୢ௧
ൌ 𝑎଴𝐴଴ሺ𝑡ሻ െ 𝑟ୡ𝐴ଵሺ𝑡ሻ,                   (S83) 

 

where 𝑔ሺ𝑡ሻ and 𝑎଴ are the protein synthesis (translation) and modification rates, respec‐

tively, and 𝑟ୡ is the modified protein’s turnover rate. If the protein turnover requires multiple 

preceding PTMs like mono‐ or multisite phosphorylation and subsequent ubiquitination, we 

consider Eq (S82) and the following equation instead of Eq (S83): 

 

 
ୢ஺೔ሺ௧ሻ

ୢ௧
ൌ 𝑎௜ିଵ𝐴௜ିଵሺ𝑡ሻ െ 𝑎௜𝐴௜ሺ𝑡ሻ,                 (S84) 

 

where 𝐴௜ሺ𝑡ሻ denotes the concentration of the 𝑖‐th modified protein with 𝑖 ൌ 1, 2, ⋯ , 𝑛 (𝑛 is 

the total number of the PTMs), 𝑎௜ for 𝑖 ൑ 𝑛 െ 1 denotes the rate of the (𝑖 ൅ 1)‐th modifica‐

tion, and 𝑎௡ ≡ 𝑟ୡ, the turnover rate of the 𝑛‐th modified protein. In the case of 𝑛 ൌ 1, Eq 
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(S84) becomes the same as Eq (S83). Therefore, we will consider Eqs (S82) and (S84) whether 

𝑛 ൌ 1 or 𝑛 ൐ 1 [these equations are identical to Eqs (10) and (11) in the main text]. 

   For the total protein concentration 𝐴ሺ𝑡ሻ ≡ ∑ 𝐴௜ሺ𝑡ሻ௡
௜ୀ଴ , Eqs (S82) and (S84) result in 

 

ୢ஺ሺ௧ሻ

ୢ௧
ൌ 𝑔ሺ𝑡ሻ െ 𝑟ሺ𝑡ሻ𝐴ሺ𝑡ሻ,                   (S85) 

 

where 𝑟ሺ𝑡ሻ is the protein degradation rate given by 
 

      𝑟ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑟ୡ
஺೙ሺ௧ሻ

஺ሺ௧ሻ
.                     (S86) 

 

To exclude the possibility of the time‐dependent regulation of the degradation process, 𝑎௜’s 

with 0 ൑ 𝑖 ൑ 𝑛 in Eqs (S82) and (S84) are constants. Given the circadian profile of protein 

synthesis rate 𝑔ሺ𝑡ሻ, the numerical solution of Eqs (S82), (S84), and (S86) gives rise to the deg‐

radation rate 𝑟ሺ𝑡ሻ. In this calculation, we use the sinusoidal form of 𝑔ሺ𝑡ሻ: 
 

𝑔ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑔୫ୟ୶ ቄ1 െ
ఈౝ

ଶ
ቂ1 ൅ cos ቀ

ଶగ௧

்
ቁቃቅ,                   (S87) 

 

where 𝑔୫ୟ୶, 𝛼୥, and 𝑇 are constants. 

   On the other hand, the ETS provides the analytical estimate of 𝑟ሺ𝑡ሻ through the compari‐

son of seemingly unrelated but mathematically equivalent systems. Because the periodic 

𝑔ሺ𝑡ሻ assures 〈𝐴௜
ᇱሺ𝑡ሻ〉 ൌ 〈𝐴௜ሺ𝑡ሻ〉ᇱ ൌ 0 (〈∙〉 is a time average), 〈𝑔ሺ𝑡ሻ〉 ൌ 𝑎௜〈𝐴௜ሺ𝑡ሻ〉 and 〈𝐴௜ሺ𝑡ሻ〉 is 

then inversely proportional to 𝑎௜. Hence, 𝐴ሺ𝑡ሻ ൎ 𝐴௨ሺ𝑡ሻ ൅ 𝐴௩ሺ𝑡ሻ for 𝑖 ൌ 𝑢, 𝑣 (𝑢 ൏ 𝑣) that 

hold the two smallest 𝑎௜  values among all 𝑎௜’s. In addition, 𝑎௜’s are larger for 𝑖 ് 𝑢, 𝑣 by defi‐

nition and therefore the corresponding 𝐴௜ሺ𝑡ሻ’s are likely to follow 𝐴௜
ᇱሺ𝑡ሻ ൎ 0 with the effect 

of െ𝑎௜𝐴௜ሺ𝑡ሻ in Eq (S84). Subsequently, 𝑎௩𝐴௩ሺ𝑡ሻ ൎ 𝑎௩ାଵ𝐴௩ାଵሺ𝑡ሻ ൎ ⋯ ൎ 𝑟ୡ𝐴௡ሺ𝑡ሻ. As a result, 

Eqs (S84) and (S86) reduce to 

 

d𝐴௩ሺ𝑡ሻ
d𝑡

ൎ ෍
d𝐴௜ሺ𝑡ሻ

d𝑡

௩

௜ୀ௨ାଵ

ൌ 𝑎௨𝐴௨ሺ𝑡ሻ െ 𝑎௩𝐴௩ሺ𝑡ሻ 

            ൎ 𝑎௨ሾ𝐴ሺ𝑡ሻ െ 𝐴௩ሺ𝑡ሻሿ െ 𝑎௩𝐴௩ሺ𝑡ሻ,                   (S88) 

 

 

   𝑟ሺ𝑡ሻ ൎ 𝑎௩
஺ೡሺ௧ሻ

஺ሺ௧ሻ
.                       (S89) 

 

When 𝑛 ൌ 1, it is obvious that 𝑢 ൌ 0, 𝑣 ൌ 1, and symbol ൌ replaces ൎ in Eqs (S88) and (S89). 

Eqs (S88) and (S89) may not satisfactorily work for large 𝑛 due to accumulating errors in the 

approximation, but still capture the core structure of the dynamics. 

   We then observe the mathematical equivalence of Eqs (S20) and (S88) despite their differ‐

ent biological contexts: 𝐶୘୊ሺ𝑡ሻ and 𝐴௩ሺ𝑡ሻ, 𝑉ିଵ and 𝐴ሺ𝑡ሻ, 𝑘ୟ𝐴୘୊ሺ𝑡ሻ and 𝑎௨, and 𝑘ஔ and 𝑎௩ in 
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correspondence. Based on this correspondence and Eqs (7), (8), and (S89) with the condition 

𝐴௩ሺ𝑡ሻ ൑ 𝐴ሺ𝑡ሻ, the ETS gives the estimate of 𝑟ሺ𝑡ሻ as 𝑟ఊሺ𝑡ሻ in Eq (12). Following a similar pro‐

cedure, the QSSA gives the estimate of 𝑟ሺ𝑡ሻ as 𝑎௨𝑎௩ ሺ𝑎௨ ൅ 𝑎௩ሻ⁄ . The ETS‐estimated degrada‐

tion rate 𝑟ఊሺ𝑡ሻ is rhythmic when the protein level 𝐴ሺ𝑡ሻ is rhythmic, but the QSSA‐based deg‐

radation rate is just constant over time. 

 
Text L. Simulation and analysis methods 
 
Overview 

Numerical simulations and analyses were performed by Python 3.7.0 or 3.7.4. Ordinary dif‐

ferential equations (ODEs) were solved by LSODA (scipy.integrate.solve_ivp) in SciPy v1.1.0 

or v1.3.1 with the maximum time step of 0.05 h. Delay differential equations were solved by 

a modified version of the ddeint module with LSODA [S20]. 

   Splines of discrete data points were achieved with scipy.interpolate.splrep in SciPy v1.3.1. 

Linear regression of data points was performed with scipy.stats.linregress in SciPy v1.3.1 and 

then the slope of the fitted line and 𝑅ଶ were obtained. 

   For the parameter selection in numerical simulations or for the null model generation in 

statistical significance tests, random numbers were sampled by the Mersenne Twister in ran‐

dom.py. 

   Spearman's 𝜌 was measured with scipy.stats.spearmanr in SciPy v1.1.0 or v1.3.1. To test 

the significance of 𝜌 between two groups of variables, we randomized the pairing of the vari‐

ables between the groups (while maintaining the original group membership) and measured 

the 𝑃 value (one‐tailed) from the 104 null configurations. This method was also applied to 

the significance test of the average of the relative errors of analytical estimates against ac‐

tual simulation data in Texts I and J. 

 

Malate dehydrogenase system in Text F 

The numerical solution of 𝐴ሺ𝑡ଵሻ from Eqs (1) and (S39) {𝑡ଵ ≡ 𝑡 െ ൣ𝑘ஔ∆୲୕ሺ𝑡ሻ൧
ିଵ

} is needed to 

obtain 𝐶ఊሺ𝑡ሻ in Eq (6) through the calculation of 𝐶୲୕ሺ𝑡ଵሻ. However, that solution at 𝑡ଵ may 

not be available for given time 𝑡 because of a finite single time step in ODE solving. There‐

fore, we took the solution at time 𝑡ଶ which is earlier than but the closest to 𝑡ଵ among the 

available time points, and set this solution as the initial condition to solve again Eqs (1) and 

(S39) from time 𝑡ଶ to 𝑡ଵ. We used the resulting solution 𝐴ሺ𝑡ଵሻ to calculate 𝐶୲୕ሺ𝑡ଵሻ and then 

𝐶ఊሺ𝑡ሻ. 
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Protein–protein and TF–DNA interaction models in Texts G and H 

105 parameter sets were randomly selected for Eqs (S1) and (S40) or for Eqs (S20) and (S43), 

according to Table C. We found that the simulated 𝐶̅ሺ𝜏ሻ and 𝐶୘̅୊ሺ𝜏ሻ were insensitive to their 

initial conditions. A phase difference between two periodic time‐series was calculated by 

maximizing their cross‐correlation with a varying displacement of one series relative to the 

other [S21]. For the cross‐correlation calculation, the time average of each series was shifted 

to zero and ten duplicates of a single time period (10 ൈ 𝑇) was used. The cross‐correlation 

was obtained with signal.correlate in SciPy v1.1.0 or v1.3.1 (mode = ‘same’ and method = 

‘fft’). In the case of irregular oscillation simulations, 102 parameter sets were randomly se‐

lected for Eqs (S1) and (S41) [Eqs (S20) and (S44)] from the ranges noted below Eq (S41) [Eq 

(S44)]. To test the significance of the observation in Text G that ห𝜙ఊ
௧ห tends to be smaller than 

ห𝜙୲୕
௧ ห, we obtained Λ ൌ med൫ห𝜙୲୕

௧ ห൯ െ med൫ห𝜙ఊ
௧ห൯ [where medሺ∙ሻ is the median over param‐

eter sets] and randomized the labeling of 𝐶ఊ̅ሺ𝜏ሻ and the tQSSA [𝐶୲̅୕ሺ𝜏ሻ] for each parameter 

set. We then measured Λ୰ ൌ med൫ห𝜙୲୕
௧ ห൯ െ med൫ห𝜙ఊ

௧ห൯ with the new sets of ห𝜙୲୕
௧ ห and ห𝜙ఊ

௧ห 

in this null configuration. The 𝑃 value was given by the probability of Λ୰ ൒ Λ across 104 null 

configurations. The analogous methods were applied to the cases of ห𝜙ఊ
௧ห vs. ห𝜙ୱ୕

௧ ห, 𝑆ఊ  vs. 

𝑆ୱ୕, and 𝑆୲୕ vs. 𝑆ୱ୕ in Text G, and ห𝜙ఊ
௧ห vs. ห𝜙୕

௧ ห in Text H. In Text G, we tested the signifi‐

cance of the fraction (𝑞) of parameter sets with ห𝜙ఊ
௧ห ൏ min൫𝜙୲୕

௧ , 𝜙ୱ୕
௧ ൯ െ 𝜐 (𝜐 ൌ 1h or 2h) as 

follows, when ห𝜙ఊ
௧ห, ห𝜙୲୕

௧ ห, or ห𝜙ୱ୕
௧ ห is ≥1h: for each parameter set, we randomized the label‐

ing of 𝐶ఊ̅ሺ𝜏ሻ, the tQSSA, and the sQSSA, and measured the fraction (𝑞୰) of the parameter sets 

of ห𝜙ఊ
௧ห ൏ min൫𝜙୲୕

௧ , 𝜙ୱ୕
௧ ൯ െ 𝜐 with the new ห𝜙ఊ

௧ ห, ห𝜙୲୕
௧ ห, and ห𝜙ୱ୕

௧ ห when ห𝜙ఊ
௧ ห, ห𝜙୲୕

௧ ห, or ห𝜙ୱ୕
௧ ห 

is ≥1h. The 𝑃 value was given by the probability of 𝑞୰ ൒ 𝑞 across 104 null configurations. The 

analogous method was applied to the case of ห𝜙ఊ
௧ห vs. ห𝜙୕

௧ ห in Text H. 

   We measured the similarity between two time‐series 𝑓ଵሺ𝑡ሻ and 𝑓ଶሺ𝑡ሻ as 

ቄ׬ minሾ𝑓ଵሺ𝑡′ሻ, 𝑓ଶሺ𝑡′ሻሿ𝑑𝑡′
௧ା்

௧ ቅ / ׬ maxሾ𝑓ଵሺ𝑡′ሻ, 𝑓ଶሺ𝑡′ሻሿ𝑑𝑡′
௧ା்

௧ , where 𝑇 is an oscillation period of 

𝑓ଵሺ𝑡ሻ and 𝑓ଶሺ𝑡ሻ [S22]. This quantity takes a range of 0 to 1, and becomes large for quantita‐

tively similar profiles of 𝑓ଵሺ𝑡ሻ and 𝑓ଶሺ𝑡ሻ. In the cases of 𝑆ఊ, 𝑆୲୕, and 𝑆ୱ୕ in Text G and 𝑆ఊ  and 

𝑆୕ in Text H, the phase difference between two time‐series in the comparison was set to 

zero by the phase shift of the one series to the other, before measuring their profile similar‐

ity. 

 

ZTL–GI interaction in Text G 

We achieved the cubic splines of the experimental GI and ZTL levels in equal length light–

dark cycles [S23] (data originally from Ref. [S16]). For ZTL profile simulation, we multiplied 
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this GI spline by a scaling coefficient 𝑤ୋ୍, and used this profile as 𝐵ሺ𝑡ሻ. From Table D, 105 pa‐

rameter sets were randomly selected for the full model and its ETS and tQSSA versions. We 

found that the simulated ZTL profile from the full model was insensitive to the initial condi‐

tion of 𝐶ሺ𝑡ሻ. To test the significance of the fraction (𝑞) of parameter sets with 𝑆୞୘୐ఊ ൐

𝑆୞୘୐୕, we randomized the labeling of the ETS and tQSSA results for each parameter set and 

measured the fraction (𝑞୰) of the parameter sets of 𝑆୞୘୐ఊ ൐ 𝑆୞୘୐୕ with the new 𝑆୞୘୐ఊ  and 

𝑆୞୘୐୕. The 𝑃 value was given by the probability of 𝑞୰ ൒ 𝑞 across 104 null configurations. 
 

Positive and negative autoregulation in Texts I and J 

(associated with Section Autogenous control in the main text)  

105 and 500 parameter sets were randomly selected for simulation without and with the 

condition of Eq (S55), respectively, as described in Table E. The simulation results were in‐

sensitive to the initial conditions of variables. The steady state of a protein level was heuristi‐

cally identified by the conditions of |𝐴̅ሺ𝜏̂ଵሻ െ 𝐴̅ሺ𝜏̂ଵ െ 1ሻ| ൏ |𝐴̅ሺ𝜏̂ଵ െ 1ሻ െ 𝐴̅ሺ𝜏̂ଵ െ 2ሻ| and 

maxሾ𝐴̅ሺ𝜏̂ଵሻ, 𝐴̅ሺ𝜏̂ଵ െ 1ሻ, 𝐴̅ሺ𝜏̂ଵ െ 2ሻሿ െ minሾ𝐴̅ሺ𝜏̂ଵሻ, 𝐴̅ሺ𝜏̂ଵ െ 1ሻ, 𝐴̅ሺ𝜏̂ଵ െ 2ሻሿ ൏

0.01 minሾ𝐴̅ሺ𝜏̂ଵሻ, 𝐴̅ሺ𝜏̂ଵ െ 1ሻ, 𝐴̅ሺ𝜏̂ଵ െ 2ሻሿ: we considered 𝐴̅ሺ𝜏̂ଵሻ in these conditions as the 

steady state of 𝐴̅ሺ𝜏̂ሻ. The steady states of other variables were determined in a similar way, 

too. To ensure 𝐴ଶሺ𝑡ሻ, 𝐴ሺ𝑡ሻ െ 2𝐴ଶሺ𝑡ሻ ≫ 𝑉ିଵ (at least at the steady state) for the validity of 

Eqs (S47) and (S48) [or (S68)], we first obtained the analytical solution of the steady states of 

𝐴ሺ𝑡ሻ and 𝐴ଶሺ𝑡ሻ from a model without autoregulation [𝑀ᇱሺ𝑡ሻ ൌ 𝑠𝑉ିଵ ൅ 𝜂ሺ𝜂 ൅ 1ሻିଵሺ𝑎଴ െ

𝑠ሻ𝑉ିଵ െ ሺ𝑏଴ ൅ 𝑘ୢ୪୲ሻ𝑀ሺ𝑡ሻ and Eqs (S46) and (S47)] and used these rough estimates to select 

only the parameters with 𝐴ଶሺ𝑡ሻ, 𝐴ሺ𝑡ሻ െ 2𝐴ଶሺ𝑡ሻ ൐ 10𝑉ିଵ; after this crude initial screening, 

the actual simulation results with the correct model were considered only when they satis‐

fied 𝐴ଶሺ𝑡ሻ, 𝐴ሺ𝑡ሻ െ 2𝐴ଶሺ𝑡ሻ ൐ 10𝑉ିଵ at the steady states. 

   The protein response time was defined as the first time of the protein level to cross 90% of 

the steady state with the initial condition of 𝐴̅ሺ𝜏̂଴ሻ ൌ 𝜎 𝐵଴⁄  (𝜎 𝐵଴⁄  is the exact steady state 

for 𝜂 ൌ 0 at 𝜏̂ ൏ 𝜏̂଴). For the simulated response times from the full model (𝑍), the ETS‐

based model (𝑋), and the QSSA‐based model (𝑌), we tested the significance of the fraction 

(𝑞) of parameter sets with |ሺ𝑋 െ 𝑍ሻ 𝑍⁄ | ൏ |ሺ𝑌 െ 𝑍ሻ 𝑍⁄ | as follows, when |ሺ𝑋 െ 𝑍ሻ 𝑍⁄ | or 

|ሺ𝑌 െ 𝑍ሻ 𝑍⁄ | is >0.1: for each parameter set, we randomized the labeling of 𝑋 and 𝑌, and 

measured the fraction (𝑞୰) of the parameter sets of |ሺ𝑋 െ 𝑍ሻ 𝑍⁄ | ൏ |ሺ𝑌 െ 𝑍ሻ 𝑍⁄ | with the 

new 𝑋 and 𝑌 when |ሺ𝑋 െ 𝑍ሻ 𝑍⁄ | or |ሺ𝑌 െ 𝑍ሻ 𝑍⁄ | is > 0.1. The 𝑃 value was given by the proba‐

bility of 𝑞୰ ൒ 𝑞 across 104 null configurations. On the other hand, in the case of positive au‐

toregulation, the full model simulation showed that the transition point 𝜂 ൌ 𝜂ୡ was very 

close to 𝜂∗ in Eq (S60) within a range of 1.05𝜂∗ ൑ 𝜂ୡ ൑ 1.1𝜂∗. Therefore, we identified 𝜂ୡ by 

the full model simulation across 1,000 grid points of 𝜂 from 1.05𝜂∗ to 1.1𝜂∗—the right point 
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of the abrupt increase of the response time, more than twice the immediate one. To com‐

pare the linear regression of simulation data to Eq (S66) [equivalently, Eq (9) in its dimen‐

sional form], 𝜂 was uniformly sampled from the following range for each parameter set in 

the condition of Eq (S55): 1.1𝜂௖ ൑ 𝜂 ൑ 2𝜂௖. We selected this range to consider 𝜂 close to 𝜂௖, 

but not too close because of a small difference between 𝜂∗ and 𝜂ୡ as 1.05𝜂∗ ൑ 𝜂ୡ ൑ 1.1𝜂∗. 

To compare the linear regression of simulation data to Eq (S81), 𝜂 was uniformly sampled 

from the following range for each parameter set in the condition of Eq (S55): 10𝜂ୱ ൑ 𝜂 ൑

100𝜂ୱ. We selected this range to consider 𝜂 ≫ 𝜂ୱ. 

 

Rhythmic protein degradation in Text K 

(associated with Section Rhythmic degradation of circadian proteins in the main text) 

105 parameter sets were randomly selected for Eqs (S82), (S84), (S86), and (S87) as described 

in Table F. To make a fair comparison of simulation results between different 𝑛’s, we se‐

lected the same 𝑔୫ୟ୶, 𝐵, 𝑟ୡ, and 𝑘௡ି௜ (for given 𝑖, 𝑖 ൌ 1, 2, ⋯) across different 𝑛’s. We found 

that the simulated 𝐴ሺ𝑡ሻ was insensitive to the initial conditions. Although 𝐴ሺ𝑡ଵሻ [𝑡ଵ ≡ 𝑡 െ

ሺ𝑎௨ ൅ 𝑎௩ሻିଵ] is needed for the calculation of 𝑟ఊሺ𝑡ሻ in Eq (12), it may not be available for a 

given moment 𝑡 because of a finite single time step in ODE solving. Therefore, we used the 

cubic spline of the solved 𝐴ሺ𝑡ሻ to estimate 𝐴ሺ𝑡ଵሻ, and this estimated 𝐴ሺ𝑡ଵሻ was almost iden‐

tical to the higher time‐resolution solution of the ODEs at time 𝑡ଵ. This interpolation method 

saves the computational time compared to the ODE solving with higher time resolution. Re‐

garding Table F, we considered 𝐴ሺ𝑡ሻ as periodic if the minimum‐to‐maximum difference of 

the peak levels over three periods [3 ൈ 𝑇 with 𝑇 in Eq (S87)] was less than 1% of the mini‐

mum peak level. The peak times of 𝑟ሺ𝑡ሻ and െ𝐴ᇱሺ𝑡ሻ/𝐴ሺ𝑡ሻ were averaged over three periods. 

To compare the probability distributions of 𝑟ሺ𝑡ሻ’s relative amplitude (or its estimate) from 

different 𝑛’s, we used the simulation results with similar 𝐴ሺ𝑡ሻ profiles: for a given value of 𝑥, 

we chose the simulation results with 𝐴ሺ𝑡ሻ’s relative amplitude between 𝑥 െ 0.05 and 𝑥 ൅

0.05 [e.g., 𝑥 ൌ 1 in the case of Fig 3(e)]. 
 

Section Parameter estimation in the main text 

We considered protein–protein interactions with time‐varying protein concentrations 𝐴ሺ𝑡ሻ 

and 𝐵ሺ𝑡ሻ from Eq (S40) by 𝐴ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐾𝐴ሺ𝜏ሻ, 𝐵ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐾𝐵ሺ𝜏ሻ, and 𝑡 ൌ 𝑘ஔ
ିଵ𝜏. Likewise, we con‐

sidered TF–DNA interactions with time‐varying TF concentration 𝐴୘୊ሺ𝑡ሻ from Eq (S43) by 

𝐴୘୊ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐾𝐴୘୊ሺ𝜏ሻ and 𝑡 ൌ 𝑘ஔ
ିଵ𝜏. We randomly sampled 25,000 parameter sets from Table 

C. Given the 𝐴ሺ𝑡ሻ and 𝐵ሺ𝑡ሻ profiles [𝐴୘୊ሺ𝑡ሻ profile] and sampled parameter set, 𝐶ሺ𝑡ሻ 

[𝐶୘୊ሺ𝑡ሻ] was determined by Eq (1) [Eq (S20)]. A series of 𝐶ሺ𝑡ሻ or 𝐶୘୊ሺ𝑡ሻ at 408h ൑ 𝑡 ൑ 480h 
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every two hours [𝐶ሺ0ሻ ൌ 𝐶୘୊ሺ0ሻ ൌ 0] was used as a “true” dataset for the estimation of pa‐

rameters 𝐾 and 𝑘ஔ. We then fitted the ETS [Eq (6)], tQSSA [Eq (2)], or sQSSA [Eq (5)] to those 

series of 𝐶ሺ𝑡ሻ by minimizing the mean squared error. Similarly, we fitted the ETS [Eq (8)] or 

QSSA [Eq (7)] to 𝐶୘୊ሺ𝑡ሻ. For the error minimization, we applied Powell’s method [S24] 

(scipy.optimize.minimize) in SciPy v1.5.2. Alternatively, we also tried Trust Region Reflective 

algorithm [S25] (scipy.optimize.least_squares) in SciPy v1.5.2 for the fitting of the tQSSA and 

QSSA, but this method did not much change the estimated parameters. During the error 

minimization, the ranges of 𝐾 and 𝑘ஔ were constrained as 0.01 nM ൑ 𝐾 ൑ 1,000 nM and 0.1 

h–1 ൑ 𝑘ஔ ൑ 10 h–1, consistent with Table C. For each parameter estimation, we tried ten ini‐

tial conditions of the parameters and considered the output parameters with the smallest 

error among these ten cases. 
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Figures and Tables 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Fig A. Preconditions of rate laws. (a) The ranges of 𝐾 and 𝑘ஔ valid for the ETS with 

maxఛሾ𝜀ଵሺ𝜏ሻሿ ൑ 0.1, maxఛሾ𝜀ଶሺ𝜏ሻሿ ൑ 0.1, and maxఛൣ𝜀ఊሺ𝜏ሻ൧ ൑ 0.1 cover the ranges for the 

tQSSA with maxఛൣ𝜀୲୕ሺ𝜏ሻ൧ ൑ 0.1 instead of maxఛൣ𝜀ఊሺ𝜏ሻ൧ ൑ 0.1. Green represents the ranges 

common for both the ETS and tQSSA, and blue represents those only for the ETS. The calcu‐

lations are based on Eqs (S4), (S5), (S29), (S31), (S32), (S34), and (S40) (Texts E and G). (b) In 

the case of TF–DNA interactions, the ranges of 𝐾 and 𝑘ஔ valid for the ETS with 

maxఛሾ𝜀୘୊ሺ𝜏ሻሿ ൑ 0.1 and maxఛൣ𝜀୘୊ఊሺ𝜏ሻ൧ ൑ 0.1 cover the ranges for the QSSA with 

maxఛൣ𝜀୘୊୕ሺ𝜏ሻ൧ ൑ 0.1 instead of maxఛൣ𝜀୘୊ఊሺ𝜏ሻ൧ ൑ 0.1. Green represents the ranges com‐

mon for both the ETS and QSSA, and blue represents those only for the ETS. The calculations 

are based on Eqs (S21), (S35), (S36), (S38), and (S43) (Texts E and H). In (a) and (b), parame‐

ters are selected from Table C, and their specific values are presented in Table K.   
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Fig B. Oxaloacetate (substrate) conversion by malate dehydrogenase (enzyme). (a) The to‐

tal substrate concentration over time, calculated by the full model of Eqs (1) and (S39). (b) 

The enzyme‐binding substrate concentrations from the full model (black dotted line for a 

transient period described below), ETS, tQSSA, and sQSSA. These calculations are based on 

the total substrate concentration in (a). An inset shows a more complete range of the en‐

zyme‐binding substrate concentration from the sQSSA. In (a) and (b), we used the parame‐

ters and total enzyme concentration in Table A and set the initial substrate concentration as 

the substrate concentration in Table A. When solving Eqs (1) and (S39), the initial concentra‐

tion of the enzyme‐binding substrate was set to zero. As discussed in Text A, any rate law 

without the initial‐condition dependency would work only for 𝑡 ≫ ൣ𝑘ஔ∆୲୕ሺ0ሻ൧
ିଵ

, and also 

the ETS is ill‐defined for a period 𝑡 ൏ ൣ𝑘ஔ∆୲୕ሺ𝑡ሻ൧
ିଵ

; therefore, for the right comparison with 

the ETS, (b) presents the tQSSA and sQSSA results only after 𝑡 ൌ ൣ𝑘ஔ∆୲୕ሺ𝑡ሻ൧
ିଵ

 (vertical 

dashed line). 
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Fig C. Protein–protein interaction modeling. (a) Example time‐series of substrate protein 

levels 𝐴̅ሺ𝜏ሻ and 𝐵തሺ𝜏ሻ in Eq (S40) at the top, the full model‐based complex level 𝐶̅ሺ𝜏ሻ and the 

ETS at the center, and 𝐶̅ሺ𝜏ሻ, the tQSSA, and the sQSSA at the bottom. 𝑡 ൌ 𝑘ஔ
ିଵ𝜏 as defined 

before Eq (S1). (b) Probability distributions of ห𝜙ఊ
௧ห (“ETS”), ห𝜙୲୕

௧ ห (“tQSSA”), and ห𝜙ୱ୕
௧ ห 

(“sQSSA”) over randomly‐sampled parameter sets in Table C. (c,d) Scatter plot of ห𝜙୲୕
௧ ห and 

ห𝜙ఊ
௧ห (c), or that of ห𝜙ୱ୕

௧ ห and ห𝜙ఊ
௧ห (d), when ห𝜙ఊ

௧ห, ห𝜙୲୕
௧ ห, or ห𝜙ୱ୕

௧ ห is ≥1 h with randomly‐sam‐

pled parameter sets in Table C. A solid diagonal line corresponds to ห𝜙ఊ
௧ห ൌ ห𝜙୲୕

௧ ห (c) or 

ห𝜙ఊ
௧ห ൌ ห𝜙ୱ୕

௧ ห (d), a dashed diagonal line to ห𝜙ఊ
௧ห ൌ ห𝜙୲୕

௧ ห െ 1h (c) or ห𝜙ఊ
௧ห ൌ ห𝜙ୱ୕

௧ ห െ 1h (d), 

and a dotted diagonal line to ห𝜙ఊ
௧ห ൌ ห𝜙୲୕

௧ ห െ 2h (c) or ห𝜙ఊ
௧ห ൌ ห𝜙ୱ୕

௧ ห െ 2h (d). Although not 

covered in (b) and (d), ห𝜙ୱ୕
௧ ห ൐ 6h for a tiny portion of the parameter sets (0.03%), in which 

still ห𝜙ఊ
௧ห, ห𝜙୲୕

௧ ห ൑ 1h. (e) Probability distributions of 𝑆ఊ  (“ETS”), 𝑆୲୕ (“tQSSA”), and 𝑆ୱ୕ 
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(“sQSSA”) over randomly‐sampled parameter sets in Table C. (f) Example time‐series of sub‐

strate protein levels 𝐴̅ሺ𝜏ሻ and 𝐵തሺ𝜏ሻ with irregular rhythmicity in Eq (S41) at the top, the full 

model‐based complex level 𝐶̅ሺ𝜏ሻ and the ETS at the center, and 𝐶̅ሺ𝜏ሻ, the tQSSA, and the 

sQSSA at the bottom. For more details of (a)–(f), refer to Text G and Tables L and M. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Fig D. Protein ZTL–GI interaction in Arabidopsis. (a) The experimental GI levels [S16] and 

their interpolation at the top, and the experimental ZTL levels [S16], their interpolation, and 

the full model‐simulated ZTL profile at the bottom. (b) The experimental ZTL profile in (a), to‐

gether with the ETS‐based profile at the top and the tQSSA‐based profile at the bottom. In 

(a) and (b), horizontal white and black segments correspond to light and dark intervals, re‐

spectively. For model parameters in (a) and (b), refer to Table N. (c,d) Scatter plot of 𝑆୞୘୐୕ 

and 𝑆୞୘୐ఊ  (c), or that of 𝑆୞୘୐ and 𝑆୞୘୐ఊ (d), over randomly‐selected parameter sets in Table 

D. A diagonal line corresponds to 𝑆୞୘୐ఊ ൌ 𝑆୞୘୐୕ (c) or 𝑆୞୘୐ఊ ൌ 𝑆୞୘୐ (d). For more details of 

(a)–(d), refer to Text G. 
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Fig E. TF–DNA interaction modeling. (a) Example time series of TF level 𝐴୘୊ሺ𝜏ሻ in Eq (S43) at 

the top, the full model‐based TF–DNA assembly level 𝐶୘୊ሺ𝜏ሻ and the ETS at the center, and 

𝐶୘୊ሺ𝜏ሻ and the QSSA at the bottom. 𝑡 ൌ 𝑘ஔ
ିଵ𝜏 as defined under Eq (S20). (b) Probability dis‐

tributions of ห𝜙ఊ
௧ห (“ETS”) and ห𝜙୕

௧ ห (“QSSA”) over randomly‐sampled parameter sets in Table 

C. (c) Scatter plot of ห𝜙୕
௧ ห and ห𝜙ఊ

௧ห when ห𝜙୕
௧ ห or ห𝜙ఊ

௧ห ≥1 h with randomly‐sampled parame‐

ter sets in Table C. A solid diagonal line corresponds to ห𝜙ఊ
௧ห ൌ ห𝜙୕

௧ ห, a dashed diagonal line 

to ห𝜙ఊ
௧ห ൌ ห𝜙୕

௧ ห െ 1h, and a dotted diagonal line to ห𝜙ఊ
௧ห ൌ ห𝜙୕

௧ ห െ 2h. (d) Example time se‐

ries of irregularly oscillating TF level 𝐴୘୊ሺ𝜏ሻ in Eq (S44) on the left and the full model‐based 

TF–DNA assembly level 𝐶୘୊ሺ𝜏ሻ, the ETS, and the QSSA on the right. For more details of (a)–

(d), refer to Text H and Tables O and P.   
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Fig F. Phase portrait of induction kinetics with 𝜼 ൐ 𝜼𝐜 in the case of positive autoregula‐

tion. A vertical dashed line splits the early and late stages of protein growth. A stable fixed 

point is indicated by a filled circle. For more details, refer to Text I and Table H. 
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Fig G. Negative autoregulation and induction kinetics. (a) Protein production mechanism 

with negative autoregulation in the presence of inducers. (b) Bifurcation diagram of the sim‐

ulated protein level as a function of 𝜂 (proxy for an inducer level). (c) Time‐series of protein 

levels from the full, ETS, and QSSA models upon acute induction at time 0 h with 𝜂 ൌ 2 (left) 

or 𝜂 ൌ 80 (right). The 𝜂 values were chosen for similar steady states to Fig 2(c). (d) Phase 

portrait of induction kinetics. The stable fixed point is indicated by a filled circle. (e) The 

QSSA‐to‐full model difference in response time as a function of 𝜂ୱ 𝜂⁄  for 𝜂 ≫ 𝜂ୱ. Both the 

simulated difference and its analytically‐estimated lower limit are presented. For more de‐

tails of (b)–(e), refer to Text J and Tables Q and R.   
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Fig H. The sQSSA‐ and tQSSA‐based parameter estimation. The scatter plot of the relative 

errors of the sQSSA‐ and tQSSA‐estimated 𝐾 values for a protein–protein interaction model. 

A diagonal line corresponds to the cases where the two estimates have the same relative er‐

rors. Most of the sQSSA‐based estimates (77.4%) exhibit larger relative errors than the 

tQSSA‐based ones, demonstrating the sQSSA’s poorer parameter estimation. A subset of 

simulated conditions gave relative errors outside the presented ranges here, but they did not 

alter the observed tendency. For more details, refer to Text L.   
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Table A. Enzyme–substrate pairs of metabolic reactions in E. coli (refer to Text F). 𝜀ଵ, 𝜀ଶ, 𝜀୲୕, 

and 𝜀ఊ  stand for maxఛሾ𝜀ଵሺ𝜏ሻሿ, maxఛሾ𝜀ଶሺ𝜏ሻሿ, maxఛൣ𝜀୲୕ሺ𝜏ሻ൧, and maxఛൣ𝜀ఊሺ𝜏ሻ൧ with known en‐

zyme and substrate concentrations (“enzyme conc.” and “substrate conc.”), calculated by 

Eqs (S29), (S31), (S32), and (S34). In this calculation, we applied rough approximations 

𝐶ሺ𝑡ሻ~𝐶୲୕ሺ𝑡ሻ, 𝐶୲୕ ቄ𝑡 െ ൣ𝑘ஔ∆୲୕ሺ𝑡ሻ൧
ିଵ

ቅ ~𝐶୲୕ሺ𝑡ሻ, and 𝑘ஔ~𝑟ୡ. The enzyme and substrate con‐

centrations and kinetic parameters were collected from Refs. [S26–S28], respectively, except 

the oxaloacetate concentration [S29]. 

 

Enzyme  Substrate 
Enzyme 

conc. (mM) 
Substrate 
conc. (mM) 

𝑲 
(mM) 

𝒓𝐜 
(ms–1) 

𝜺𝟏  𝜺𝟐  𝜺𝐭𝐐  𝜺𝜸 

6‐Phos‐
phofruc‐
tokinase 

Fructose 
6‐phos‐
phate 

0.01   8.8  0.16  0.17  3.6×10–10  1.9×10–5  3.5×10–7  6.5×10–12 

Arginine 
decarbox‐
ylase 

Arginine  0.002  0.6  0.65  0.08  3.2×10–7  3.9×10–4  4.4×10–4  1.7×10–7 

Aspartate 
ammonia‐
lyase 

Aspartate  0.08  4.2  1.2  0.18  8.3×10–6  0.003  7.3×10–4  1.8×10–6 

Aspartate 
carbamo‐
yltransfe‐
rase 

Aspartate  0.08  4.2  12.4  0.42  3.6×10–6  9.5×10–4  0.003  2.7×10–6 

Aspartate 
transami‐
nase 

Aspartate  0.02  4.2  4.0  0.53  8.6×10–7  6.6×10–4  6.3×10–4  4.2×10–7 

Glutama‐
te  decar‐
boxylase 

Glutamate  0.15  96.0  2.32  0.02  1.3×10–9  3.6×10–5  8.8×10–7  3.2×10–11 

Ornithine 
decarbox‐
ylase 

Ornithine  5.9×10–4  0.01  3.3  0.003  9.6×10–11  5.4×10–7  1.8×10–4  9.6×10–11 

Phospho‐
enolpyru‐
vate  car‐
boxylase 

Phospho‐
enolpyru‐

vate 
0.007  0.18  0.19  0.54  5.0×10–5  0.005  0.005  2.5×10–5 

Succinate 
dehydrog‐
enase 

Succinate   0.09  0.57  0.002  0.09  5.9×10–7  7.6×10–4  3.2×10–6  2.4×10–9 

Succinate 
dehydrog‐
enase 

Fumarate  0.09  0.12  0.005  0.002  0.03  0.08  0.02  0.002 

Malate 
dehydrog‐
enase 

Oxaloace‐
tate 

0.09  4.9×10–4  0.04  0.93  4.1×10–4  2.3×10–4  0.40  0.11 
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Table B. The PTS system of E. coli (refer to Text F). The cellular concentration of the PTS subu‐

nit IICB (transporter) is 0.025 nmol/mg cell dry weight [S30] and we considered 0.76 mg/L in‐

itial cell dry density in a culture medium [S31] to calculate the transporter concentration 

here. Glucose (nutrient) concentration was obtained from Ref. [S31] and 𝐾, 𝑟ୡ, and 𝑘ஔ from 

Ref. [S30]. We used a cell growth rate of 0.89 h–1 [S31]. 𝜀ଵ, 𝜀ଶ, 𝜀୲୕, and 𝜀ఊ stand for 

maxఛሾ𝜀ଵሺ𝜏ሻሿ, maxఛሾ𝜀ଶሺ𝜏ሻሿ, maxఛൣ𝜀୲୕ሺ𝜏ሻ൧, and maxఛൣ𝜀ఊሺ𝜏ሻ൧ with known transporter and nu‐

trient concentrations, calculated by Eqs (S29), (S31), (S32), and (S34). In this calculation, we 

applied rough approximations 𝐶ሺ𝑡ሻ~𝐶୲୕ሺ𝑡ሻ and 𝐶୲୕ ቄ𝑡 െ ൣ𝑘ஔ∆୲୕ሺ𝑡ሻ൧
ିଵ

ቅ ~𝐶୲୕ሺ𝑡ሻ. 

 

Transporter 
conc. (mM) 

Nutrient 
conc. (mM) 

𝑲 
(mM) 

𝒓𝐜 
(ms–1) 

𝒌𝛅 
(ms–1) 

𝜺𝟏  𝜺𝟐  𝜺𝐭𝐐  𝜺𝜸 

1.9×10–8  11.1  0.02  0.08  0.09  8.8×10–18 2.8×10–12  5.1×10–9  1.3×10–17 
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Table C. Parameter ranges of protein–protein and TF–DNA interaction models (refer to Texts 

G and H). Columns “PPI” and “TDI” indicate the relevance to the protein–protein and TF–DNA 

interaction models, respectively. 𝑇 ൌ 24 h. *The parameter is sampled uniformly on a loga‐

rithmic scale to cover a wide range of the order of magnitude. **It is sampled to assign 𝐾 in 

Eq (S21) by dividing the sampled value by 𝐴୫ୟ୶. 
†The value is relevant to the TF–DNA inter‐

action model: the minimum value is set to ensure the practically‐meaningful oscillation of 

𝐶୘̅୊ሺ𝜏ሻ and the maximum value is set to avoid any instance of 𝐴̅୘୊ሺ𝜏ሻ ൌ 0 for the condition 

of little stochasticity in 𝐴୘୊ሺ𝑡ሻ (Text D). For the practically‐meaningful oscillation of 𝐶̅ሺ𝜏ሻ in 

the case of protein–protein interactions, we consider only the parameters of 𝛼େ ൒ 0.2 where 

𝛼େ denotes the peak‐to‐trough difference of 𝐶̅ሺ𝜏ሻ divided by the peak level. ††After the sam‐

pling of the value, we only consider the case 𝐴୘୊ሺ𝑡ሻ𝑉 ൒ 10 to satisfy the condition of little 

stochasticity in 𝐴୘୊ሺ𝑡ሻ (Text D). 
 

Parameter  PPI  TDI  Minimum Maximum  Remarks 

𝐴୫ୟ୶
*  ✓  ✓  0.01  100  Inferred from Refs. [S4,S32]. 

𝐵୫ୟ୶
*  ✓  0.01  100  The same range as 𝐴୫ୟ୶. 

𝐾𝐴୫ୟ୶ (nM)**    ✓  1  10 
Based on the rough range of clock protein levels in 
Refs. [S32,S33]. 

𝛼୅  ✓  ✓  0 (0.2†)  1 (0.9†)   

𝛼୆  ✓    0  1   

𝑘ஔ (h
–1)*  ✓  ✓  0.1  10  Inferred from Ref. [S4]. 

𝜑୆  ✓ 
 

 
0  π   

𝑉 (nM–1)††    ✓  10  100  Based on Ref. [S13]. 
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Table D. Parameter ranges for ZTL profile simulation (refer to Text G). We narrowed down 

the initial parameter ranges from the sources listed here, to focus on the regime where at 

least the full model‐based 𝐴ୱሺ𝑡ሻ reasonably approximates the experimental ZTL profile. *Rel‐

evant to a light condition. †Relevant to a dark condition. **The sampled parameter value for a 

light condition was used as the lower bound of the dark condition parameter. 

 

Parameter  Minimum Maximum  Remarks 

𝑔୅ (nM˕h–1)  0.5  2.5 
Inferred from simulated 𝐴ሺ𝑡ሻ belonging to the range of 
protein levels in Table C [S34]. 

𝑟୅ (h
–1)  4.0  10.0 

Chosen to satisfy 𝑟ୡ ൏ 𝑟୅ (from ZTL stabilization by GI) 
[S16–S18] and roughly based on  the order of magni‐
tude of very high protein degradation rates. 

𝑟ୡ (h
–1)  0.1  0.2 

Inferred from Ref. [S35] and chosen to satisfy 𝑟ୡ ൏ 𝑟୅ 
from ZTL stabilization by GI [S16–S18]. 

𝑘ୢ (h
–1)*  0.1  0.5  Derived from the range of 𝑘ஔ in Table C. 

𝑘ୢ (h
–1)†  𝑘ୢ

**  0.5 
Chosen  to  satisfy 𝑘ୢ

* ൑ 𝑘ୢ
†  because  blue  light  en‐

hances the ZTL–GI interaction [S16]. 

𝐾 (nM)*  0.02  0.5  Derived from the range of 𝐾 determined in Table C. 

𝐾 (nM)†  𝐾**  0.5 
Chosen to satisfy 𝐾* ൑ 𝐾† because blue light enhances 
the ZTL–GI interaction [S16]. 

𝑤ୋ୍ (nM)  4.0  10.0  Derived from the range of protein levels in Table C. 

𝑤୞୘୐ (nM)  2.0  5.0  Derived from the range of protein levels in Table C. 
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Table E. Parameter ranges for induction kinetics simulation [refer to Texts I and J (associated 

with Section Autogenous control in the main text)]. We randomly selected the parameter values 

from the ranges here and chose 𝑠 ൌ 0.05𝑎଴ for 𝑠 ≪ 𝑎଴. We then only considered the param‐

eter values with 𝐴ଶሺ𝑡ሻ, 𝐴ሺ𝑡ሻ െ 2𝐴ଶሺ𝑡ሻ ≫ 𝑉ିଵ (at least at the steady state) for the validity of 

Eqs (S47) and (S48) [or (S68)] (Text L). *𝐾 ≡ ሺ𝑘ୢ ൅ 𝑘ୢ୪୲ ൅ 𝑟ୡሻ 𝑘ୟ⁄  and 𝐾෡୘୊ ≡

ሺ𝑘୘୊ୢ ൅ 𝑘ୢ୪୲ሻ 𝑘෠୘୊ୟ⁄  whereby 𝑘ୟ and 𝑘෠୘୊ୟ are calculated. 
**The value is relevant to the model 

of negative autoregulation. †In the case of Eq (S55), we only considered 𝑏଴ ൌ 100 h–1, 𝑟ୡ ൌ 0 

h–1, and the other sampled parameters with 10 ൑ 𝜅𝐵଴ (and 𝜂ୱ ൏ 10ସ in the negative auto‐

regulation case) to satisfy Eq (S55) (and to cover 𝜂 ≫ 𝜂ୱ in the negative autoregulation case; 

Text L). ††The parameter is sampled uniformly on a logarithmic scale to cover a wide range of 

the order of magnitude. 

 

Parameter  Minimum Maximum  Remarks 

𝜂††  𝜂ୡ (10
–6**)  106   

𝑎଴ (h
–1)  90  500  Inferred from Ref. [S36]. 

𝑎ଵ (h
–1)  50  300  Inferred from Refs. [S37,S38]. 

𝑏଴ (h
–1)†  10  100  Inferred from Ref. [S39]. 

𝑘ୢ୪୲ (h
–1)  0.2079  2.079 

Corresponding  to  20–200‐min  bacterial 
doubling time. 

𝑘ୢ (h
–1)††  0.1  10  The range of 𝑘ஔ in Table C. 

𝑘୘୊ୢ (h
–1)††  0.1  10  The range of 𝑘ஔ in Table C. 

𝑟ୡ (h
–1)†  0  5  Inferred from Ref. [S40]. 

𝐾 (µM)*††  0.0001  1000  Derived from Refs. [S38,S41,S42]. 

𝐾෡୘୊ (µM)*††  0.0001  1000  Derived from Refs. [S38,S41,S42]. 

𝑉 (nM–1)  0.1  1  Inferred from Ref. [S42]. 
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Table F. Parameter ranges for protein degradation simulation [refer to Text K (associated with 

Section Rhythmic degradation of circadian proteins in the main text)]. We randomly selected the 

parameter values from the ranges here with 𝑛 ൌ 1, 2, 3 and only considered the simulation 

results with periodic 𝐴ሺ𝑡ሻ of 1 nM ൑ max௧ሾ𝐴ሺ𝑡ሻሿ ൑ 10 nM as in Table C. We chose 𝑇 ൌ 24 h 

and 𝛼୥ ൌ 1. *𝑎௜ ൌ 𝑘௜𝐵 (0 ൑ 𝑖 ൑ 𝑛 െ 1) and 𝑘௜  and 𝐵 denote the protein’s (𝑖 ൅ 1)‐th modifi‐

cation rate coefficient and the ubiquitin ligase or kinase concentration, respectively. 

 

Parameter  Minimum Maximum  Remarks 

𝑔୫ୟ୶ (nM˕h–1)  0.1  3.0 
Inferred  from simulated 𝐴ሺ𝑡ሻ belonging  to 
the range of protein levels in Table C and in‐
clined to have rhythmic 𝑟ሺ𝑡ሻ [S34]. 

𝑘௜ (nM
–1h–1)*  0.006  0.06  Based on Ref. [S22]. 

𝐵 (nM)*  10  100 
Roughly  based  on  ubiquitin  ligase  and  ki‐
nase levels in Refs. [S43,S44]. 

𝑟ୡ (h
–1)  0.5  5.0  Based on Refs. [S22,S35]. 

 
 
 
 

Table G. Parameters used in Fig 1(a) and 1(b). 

 

Parameter  (a)  (b) 

𝑘ஔ (h
–1)  0.13  0.28 

𝐾 (nM)    8.25 

𝑉 (nM–1)    48.41 

𝐴̅୫ୟ୶  1.79  0.47 

𝐵ത୫ୟ୶  0.52   

𝛼୅  0.76  0.67 

𝛼୆  0.59   

𝜑஻  0.59   

𝑇 (h)  24  24 
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Table H. Parameters used in Fig 2(b)–2(d) and F. 

 

Parameter  2(b)  2(c), left  2(c), right  2(d)  S6 

𝜂    2.42  200    1.64 

𝑠 (h–1)  23.37 

𝑎଴ (h
–1)  467.38 

𝑎ଵ (h
–1)  297.98 

𝑏଴ (h
–1)  100 

𝑘ୢ୪୲ (h
–1)  0.56 

𝑘ୢ (h
–1)  0.58 

𝑘୘୊ୢ (h
–1)  3.83 

𝑟ୡ (h
–1)  0 

𝑘ୟ (µM
–1h–1)  0.019 

𝑘෠୘୊ୟ (nM
–1h–1)  0.37 

𝑉 (nM–1)  0.53 

 
 

Table I. Simulated values of the full model‐to‐QSSA difference in Fig 2(d). 

 

𝟏 ඥሺ𝜼 െ 𝜼𝐜ሻ/𝜼𝐜⁄   Simulated difference (h) 

1.00  5.94 

1.24  7.66 

1.48  9.30 

1.72  10.88 

1.96  12.51 

2.21  14.09 

2.45  15.62 

2.69  16.94 

2.93  18.23 

3.17  19.45 

 
 
Table J. Parameters used in Fig 3(c). *𝑘଴ ൌ 0.04 nM–1h–1 (protein modification rate coeffi‐

cient) and 𝐵 ൌ 33.87 nM (ubiquitin ligase concentration). 

 

Parameter  Value 

𝑔୫ୟ୶ (nM˕h–1)  2.98 

𝛼୥  1 

𝑇 (h)  24 

𝑎଴ (h
–1)  𝑘଴𝐵* 

𝑟ୡ (h
–1)  1.30 
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Table K. Parameters used in Fig A(a) and A(b). 𝑇 ൌ 24 h. 

 

Parameter  (a)  (b) 

𝐾𝐴୫ୟ୶ (nM)  5.86  4.2 

𝐾𝐵୫ୟ୶ (nM)  14.63   

𝛼୅  0.61  0.71 

𝛼୆  0.51   

𝜑୆  1.77   

𝑉 (nM–1)††    45.3 

 
 

 

 

 

Table L. Parameters used in Fig C(a). 

 

Parameter  Value 

𝑘ஔ (h
–1)  0.17 

𝐴̅୫ୟ୶  1.79 

𝐵ത୫ୟ୶  0.52 

𝛼୅  0.76 

𝛼୆  0.59 

𝜑஻  0.59 

𝑇 (h)  24 

 
 
 
 
 

Table M. Parameters used in Fig C(f). 𝑁 ൌ 10, 𝑘ஔ ൌ 0.18 h–1, and 𝑇஻,௜ ൌ 𝑇஺,௜. 

 

Parameter  Values for 𝒊 ൌ 𝟏, 𝟐, ⋯ , 𝑵 (𝑵 ൌ 𝟏𝟎) 

𝐴̅୫ୟ୶,௜  0.65  1.31  1.18  6.00  0.53  0.14  2.71  5.70  1.42  9.32 

𝐵ത୫ୟ୶,௜  0.13  5.38  0.31  0.45  0.13  0.47  9.07  0.25  3.51  5.60 

𝛼୅,௜  1.00  0.73  0.76  0.57  0.72  0.60  0.60  0.58  0.86  0.97 

𝛼୆,௜  0.50  0.75  0.93  0.51  0.52  0.87  0.87  0.52  0.65  0.76 

𝜑୅,௜  ‐2.68  ‐1.02  ‐2.69  2.59  ‐2.56  ‐2.60  ‐0.75  1.16  ‐2.12  0.29 

𝜑஻,௜  ‐0.07  ‐2.94  2.51  ‐0.20  ‐1.26  ‐2.37  ‐2.58  0.72  ‐3.07  ‐2.92 

𝑇஺,௜ (h)  12.9  12.0  27.7  14.2  29.2  38.1  32.3  32.5  13.6  27.9 
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Table N. Parameters used in Fig D(a) and D(b). 

 

Parameter  Value 

𝑔୅ (nM˕h–1)  2.17 

𝑟୅ (h
–1)  9.23 

𝑟ୡ (h
–1)  0.11 

𝑘ୢ in light (h–1)  0.159 

𝑘ୢ in darkness (h–1)  0.163 

𝐾 in light (nM)  0.22 

𝐾 in darkness (nM)  0.24 

𝑤ୋ୍ (nM)  6.87 

𝑤୞୘୐ (nM)  3.04 

 
 
 

 

 

Table O. Parameters used in Fig E(a). 

 

Parameter  Value 

𝑘ஔ (h
–1)  0.28 

𝐾 (nM)  8.25 

𝑉 (nM–1)  48.41 

𝐴୫ୟ୶  0.47 

𝛼୅  0.67 

𝑇 (h)  24 

 
 
 
 
 
Table P. Parameters used in Fig E(d). 𝑁 ൌ 10, 𝑘ஔ ൌ 0.19 h–1, 𝐾 ൌ 6.63 nM, and 𝑉 ൌ 82.43 

nM–1. 

 

Parameter  Values for 𝒊 ൌ 𝟏, 𝟐, ⋯ , 𝑵 (𝑵 ൌ 𝟏𝟎) 

𝐴୫ୟ୶,௜  0.47  1.01  1.06  0.17  0.92  1.49  0.57  1.49  0.21  1.09 

𝛼୅,௜  0.79  0.86  0.74  0.73  0.67  0.88  0.62  0.70  0.66  0.80 

𝜑୅,௜  2.99  0.60  1.73  2.45  ‐0.49  1.25  0.84  0.32  1.19  ‐2.19 

𝑇୅,௜ (h)  31.0  29.8  38.5  36.4  29.7  26.6  17.6  21.6  23.9  25.8 
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Table Q. Parameters used in Fig G(b)–G(e). 

 

Parameter  (b)  (c), left  (c), right  (d)  (e) 

𝜂    2  80  1.64   

𝑠 (h–1)  23.37 

𝑎଴ (h
–1)  467.38 

𝑎ଵ (h
–1)  297.98 

𝑏଴ (h
–1)  100 

𝑘ୢ୪୲ (h
–1)  0.56 

𝑘ୢ (h
–1)  0.58 

𝑘୘୊ୢ (h
–1)  3.83 

𝑟ୡ (h
–1)  0 

𝑘ୟ (µM
–1h–1)  0.019 

𝑘෠୘୊ୟ (nM
–1h–1)  0.37 

𝑉 (nM–1)  0.53 

 
 
 
 
 
 

Table R. Simulated values of the QSSA‐to‐full model difference in Fig G(e). 

 

𝜼𝐬 𝜼⁄   Simulated difference (min) 

0.01  1.57 

0.02  3.05 

0.03  4.42 

0.04  5.72 

0.05  6.93 

0.06  8.06 

0.07  9.13 

0.08  10.14 

0.09  11.10 

0.10  12.01 

 


